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与 名 师 一 起 ” 走 进 数学 


这 些 作 品 带 您 走 进 数 学 ， 理 解数 学 ， 监 赏 数学 ， 品 味 数 学 ， 直 到 
热爱 数学 和 应 用 数学 ， 可 谓 是 我 国 数学 科学 与 数学 教育 文库 百花 园 


中 的 一 芒 奇 区 。 
es 去 数学 科学 的 原野 上 领略 
百花 齐 放 ， 和 领悟 数 学 鉴赏 数学 之 美 ， 挖 据 与 品味 数学 与 文学 
艺术 中 的 通 性 通 法 ， 无 声 的 音乐 和 无 色 的 图 画 ” 一 一 这 
一 数字 村 学 ， 
与 名 师 一 起 ， 走 进 数 学 ， 品 味 数学 ， 局 迪 心 智 ， 了 弘扬 数学 文化 ， 
愿 开 卷 有 益 。 
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Appreciation of Thinking in Mathematics 


本 书 与 读者 一 起 ， 通 过 品味 数学 思想 来 体会 数学 与 社会 生活 的 关系 ， 感 受 
数学 与 人 类 文化 ， 并 以 此 来 促进 我 们 数学 思维 习惯 的 形成 ， 更 好 地 掌握 数学 
思想 ， 驾 骏 数学 公式 ， 更 好 地 运用 数学 ， 驰 驻 数 学 世界 ， 
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“太湖 烟波 自沉 沉 、 渤海 噶 淋 D 沁 人 心 . ” 

由 大 连理 工大 学 出 版 社 出 版 的 “数学 方法 论 应 用 传播 丛书 ”， 
与 读者 见面 了 . 这 是 我 国 数学 科学 与 数学 教育 文库 百花 园 中 的 一 
簇 奇 范 . / 

先 让 我 们 扼要 地 回顾 一 下 这 套 从 书 的 由 来 . 

1987 年 8 月 ,无锡 市 的 数学 老师 应 邀 出 席 了 由 大 连理 工大 学 
应 用 数学 研究 所 主办 的 “全 国 数学 方法 论 和 数学 史学 术 研讨 会 ” 
在 此 期 间 , 一 连 六 天 ,我 国 著名 数学 家 徐 利 治 教 授 作 了 关于 “数学 
方法 论 和 G . 波 利 亚 数 学 教育 思想 ”的 系列 讲座 . 尔后 ,无 锡 市 的 
老师 又 出 席 了 由 周 春 荔 先生 、 杨 世 明 先 生 在 首都 师范 大 学 主持 召 
开 的 “全 国 首届 波 利 亚 数学 教育 思想 学 术 研讨 会 ” 

返 锡 后 ,他 们 在 时 任 无 锡 市 教育 局 局 长 周 稽 萌 先 生 的 亲自 部 
署 和 直接 领导 下 ,在 无 锡 市 原 教研 室 主 任 、 特 级 教师 李 永 灿 先生 的 
支持 与 指导 下 ,成 立 了 无 锡 市 MM(Mathematical Methodology) 课 


中 “大 连 " 原 本 是 满 语 中 “ 噶 淋 ”的 译音 ,本 意 是 “海滨 "之 意 . 
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题 组 . 教育 行政 部 门 组 织 和 协调 市 教育 科学 研究 所 ,市 教研 室 和 江 
南大 学 。 教育 学 院 等 各 方面 的 研究 力量 ,“ 强 强 联合 ”协作 攻关 , 设 
计 出 “贯彻 数学 方法 论 的 教育 方式 ,全 面 提高 学 生 素质 ”的 数学 教 
育 实验 (简称 MM 实验 ) 课 题 . 从 此 ,在 中 国 无 锡 市 正式 拉 开 了 把 
数学 方法 论 和 波 利 亚 数学 教育 思想 直接 应 用 于 数学 教育 教学 实践 
的 序幕 . 

此 后 ,在 时 任 江 苏 省 教委 主任 责 相 碗 教授 、. 副 主任 周 稽 裘 先生 
的 关心 支持 下 ,在 无 锡 市 教委 主任 林 建 坤 先生 的 直接 参与 和 领导 
下 ,MM 课题 先后 列 入 江苏 省 教育 科研 “ 八 五 、 九 五 ”重点 项 目 和 国 
家 教委 “ 八 五 规划 ”项 目 . 

经 过 5 年 实验 ,证 明 MM 教育 方式 不 仅 减 轻 了 师 生 的 负担 ， 
而 且 提 高 了 老师 的 数学 水 平和 教学 水 平 ,从 而 提高 了 教学 质量 . 因 
此 , 它 于 1994 年 通过 了 受 江苏 省 教委 委托 ,由 王 梓 坤 院士 、 徐 利 治 

教授 组 成 的 专家 组 的 鉴定 ,并 获得 高 度 好 评 . 

MM 实验 从 设计 到 确立 为 一 种 教育 方式 (MM 教育 方式 ) ,并 
且 推 广 到 全 国 十 几 个 省 .市 ,自治 区 ,迄今 已 经 整整 20 年 . 这 其 中 
倾注 了 设计 者 .实验 者 ,推广 者 的 大 量 心血 . 当年 参加 实验 和 推广 
的 老师 已 经 陆续 退休 了 ,而 且 随 着 年 龄 的 增长 ,他 们 将 无 法 到 全 国 
各 地 亲自 指导 和 推广 MM 实验 . 这 就 提出 一 个 问题 :如 何 使 MM 
实验 继续 推广 下 去 ,使 MM 教育 方式 世代 相传 ,并 且 随 着 时 代 的 
发 展 而 不 断 发 展 ? 

当然 ,作为 实验 ,已 经 出 版 过 两 本 教材 : 杨 世 明 、 周 春 功 、 徐 沥 
果 等 著 的 《MM 教育 方式 :理论 与 实践 )(2002 年 ) 和 徐 沥 泉 著 的 
《教学 ， 研究 ， 发现 一 一 MM 方式 演绎 》(2003 年 ). 不 过 ,MM 实 
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验 需要 具备 一 定 的 条 件 ,这 就 使 得 它 的 传播 带 有 一 定 的 局 限 性 . 特 
别 是 对 于 不 具备 实验 条 件 ,又 希望 在 数学 教学 中 贯彻 MM 教育 方 
式 的 一 些 重要 教育 思想 和 教学 方法 的 老师 来 说 , 则 需要 一 部 能 概 
括 MM 实 验 .MM 教 育 方式 的 普及 书 . 因此 ,我 在 2006 年 于 新 疆 
召开 的 数学 科学 方法 论 研究 交流 中 心理 事 会 上 提议 :撰写 一 部 
“MM 教育 方式 "雅俗共赏 的 书籍 

现在 ,我 国 各 地 MM 实验 点 一 线 教师 ,以 及 热心 于 数学 方法 
论 的 理论 传播 和 应 用 研究 的 大 、 中 、 小 学 数学 教师 和 教学 研究 人 员 
集思广益 ,共同 努力 ,分 工 协作 撰写 的 “数学 方法 论 应 用 传播 从 
书 ”, 终 于 正式 出 版 了 . 她 比 我 原先 设想 的 MM 教育 方式 普及 性 书 
籍 能 更 全 面 地 传播 数学 科学 ,传播 数学 方法 论 ,传播 数学 文化 , 传 
播 数学 的 精髓 . 是 一 套 让 人 走 进 数学 ,理解 数学 ,鉴赏 数学 ,品味 数 
学 ,直到 热爱 数学 和 应 用 数学 ,宣传 数学 思想 方法 的 高 级 科普 
从 书 作者 的 知识 结构 ,年 龄 结构 合理 ,在 从 书写 作 方面 具有 最 
佳 的 主体 结构 . 作者 的 年 龄 跨度 从 33 岁 至 89 岁 , 这 是 少见 的 ,也 
是 十 分 可 喜 的 . 我 国 一 批 著名 数学 家 、 科 学 家 都 十 分 关心 和 支持 数 
学 方法 论 的 研究 与 普及 工作 ,关心 数学 科普 作品 的 撰写 与 出 版. 王 
梓 坤 教授 的 《科学 发 现 纵横 谈 ) 一 书 ,就 给 我 们 如 何 撰写 科普 著作 
做 出 了 榜样 . 该 书 对 从 事理 科 和 文科 工作 的 同志 都 起 到 了 很 好 的 
教育 作用 . 本 套 丛 书 的 作者 也 认真 学 习 和 尝试 了 这 种 风韵 . 

值 此 MM 课题 实施 20 周年 之 际 , 王 梓 坤 院士 和 刘 绍 学 教授 
等 又 为 MM 实验 纪念 活动 ,为 本 套 丛 书 的 出 版 发 来 了 热情 洋溢 的 
贺词 与 贺信 . 年 届 90 的 徐 利 治 教授 亲自 撰写 有 关 MM 教育 方式 
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的 论文 和 (MM 教 育 方式 :理论 与 实践 ) 一 书 的 序言 .“ 天 下 士 非 一 
方 之 士 ,人 伦 师 乃 万 世 之 师 . ”他 们 为 本 套 丛 书 留 下 了 珍贵 的 作品 
和 墨宝 ,他 们 的 思想 在 这 套 从 书 中 得 以 充分 体现 ,以 给 读者 . 作为 
一 名 数学 哲学 工作 者 ,看 到 这 些 著 名 数学 家 和 科学 家 为 数学 科普 
工作 付出 的 辛劳 ,我 感到 由 衷 的 欣慰 . 

从 书 共有 八 本 专著 和 一 本 编著 .《 源 于 教学 . 高 于 教学 一 一 
MM 方式 演绎 ) 一 书 ,是 (教学. 研究， 发现 一 一 MM 方式 演绎 》 
“(科学 出 版 社 ,2003 年 3 月 ) 的 姊妹 篇 ,其 中 收录 了 全 国 各 实验 点 
70 余 位 老师 的 专题 论文 .研究 报告 教学 设计 和 教学 实录 . 他 们 之 
中 有 著名 学 者 ,大 学 教授 ,副教授 .讲师 和 初出 茅 访 的 博士 、 硕 士 ; 
有 中 ,小 学 的 特级 教师 .高 级 教师 ; 有 享受 国家 和 地 方 政府 特殊 津 
贴 的 专家 ,全 国 模范 教师 .先进 教师 和 科技 拔尖 人 才 .。 

《 合 情 推 理 趣 引 》)《 数 学 一 一 直觉 与 逻辑 的 交响 乐 )》《 数 学 和 
谐 美 等 著作 ,揭示 和 展现 了 数学 发 现 和 发 明 过 程 中 直觉 思维 、 形 
象 思维 和 逻辑 思维 交融 的 旋律 . 数学 和 文学 ,数学 和 艺术 都 是 相 
通 的 . 

数学 是 研究 抽象 事物 的 , 它 的 抽象 性 保证 了 其 应 用 的 广泛 性 . 
如 何 教育 学 生 从 具体 事物 中 抽象 出 数学 问题 ?《 学 会 抽象 与 建 模 》 
一 书 的 许多 数学 模型 都 是 从 日 常生 活 中 以 及 我 们 身边 的 例子 提炼 
(抽象 ) 出 来 的 ,有 一 部 分 是 中 学 数学 课堂 教学 的 实例 ,还 有 一 部 分 
是 由 中 学 生 从 自己 周围 的 具体 事例 中 抽象 概括 出 来 的 数学 模型 和 
他 们 的 获奖 作品 ,颇具 特色 ,也 有 一 定 的 应 用 价值 . 学 会 抽象 与 建 
模 应 该 成 为 学 习 数 学 的 一 种 技能 . 

数学 教育 是 人 类 的 一 件 大 事 . 古往今来 , 许 许多 多 数学 家 、 教 
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育 家 、 教 师 和 数学 教育 工作 者 ,一 直 在 “ 摸 着 石头 过 河 ” 怎样 摸 得 
更 好 ? 怎样 避免 陷入 泥潭 ?记得 一 位 伟人 说 过 :“ 人 类 总 得 不 断 地 
总 结 经 验 , 有 所 发 现 ,有 所 发 明 , 有 所 创造 ,有 所 前 进 . ”那么 ， 
《数学 ， 教学 ， 哲学 羡 必 世纪 婚约 一 哲学 与 数学 教育 联姻 的 实 
践 与 思考 》 这 两 部 著作 将 给 我 们 带 来 深刻 的 启迪 与 思考 . 它 将 帮助 
我 们 回答 数学 的 本 质 是 什么 ,数学 教育 和 数学 教学 的 本 质 又 是 什 
么 ,在 数学 教学 中 怎样 提高 学 生 的 一 般 科 学 素养 ,增进 社会 文化 修 
养 ,形成 和 发 展 数学 品质 ,从 而 全 面 提高 学 生 的 素质 

一 个 好 的 数学 教师 ,他 的 任务 是 帮助 学 生 了 解数 学 文化 .喜爱 
数学 文化 ,陶醉 于 数学 文化 ,进而 让 学 生 学 会 用 数学 家 的 思维 方式 
思考 问题 .解决 问题 . 正如 波 利 亚 所 说 ,让 处 于 性 格 极 易 改 变 的 青 
少年 时 期 的 学 生 , 养 成 善 思 的 好 习惯 ,从 而 改变 他 们 一 生 的 命运 . 
《从 喜欢 到 入 迷 一 一 学 好 数学 的 秘密 》 一 书 的 作者 将 以 自己 的 亲身 
经 历 说 明 如 何 用 以 上 思想 来 教育 学 生 , 让 学 生 从 害怕 数学 .讨厌 数 
学 的 困境 中 解脱 出 来 ,从 而 热爱 数学 ,迷恋 数学 . 从 一 二 十 分 到 全 
年 级 前 三 名 ,一 些 看 来 是 神话 般 的 例子 ,确实 是 现实 的 ,关键 是 要 
真正 地 了 解数 学 及 其 教学 方法 . 

《数学 思想 赏析 ;一 书 内 容 丰 富 、 内 涵 深 刻 ,作者 居高临下 ,又 
深入 浅 出 . 可 供 非 数学 专业 的 读者 领略 和 赏析 数学 美 ,学 到 一 定 的 
数学 常识 数学 知识 .典型 的 数学 思想 与 方法 ;也 可 供 爱好 数学 和 
数学 专业 的 读者 在 茶余饭后 分 享 与 品味 作者 精心 设计 与 制作 的 数 
学 实例 . 它 会 引起 具有 较 好 数学 基础 和 具备 较 高 数学 素养 的 读者 
的 共鸣 . 

总 之 ,本 套 丛 书 是 具有 数学 科学 方法 论 特色 、. 兼 具 鉴赏 性 和 教 
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材 性 的 数学 专题 科普 著作 . 同时 ,她 又 沟通 了 文理 科学 ,内 容 丰 富 ， 
事例 翔实 ,起 点 有 高 有 低 , 读 者 可 各 取 所 需 ,适合 于 广大 数学 爱好 
者 阅读 . : 

“数学 方法 论 应 用 传播 丛书 ”的 宗旨 是 : 走 进 数学 ,理解 数学 ， 
养 成 数学 思维 ,欣赏 数学 的 美 ; 品 味 数 学 ,启迪 心智 ,增强 数学 修 
养 , 弘 扬 数 学 文化 . 我 们 要 提倡 .鼓励 和 采取 有 效 机 制 让 学 习 和 从 
” 事 文 科 的 人 们 读 一 点 自然 科学 的 科普 读物 ;学 习 和 从 事理 科 ( 念 数 
学 ) 的 人 们 阅读 和 鉴赏 一 些 文学 、 艺 术 名 著 . 开阔 思路 ,从 事 跨 学 
科 的 研究 工作 ,把 各 自 的 思维 活动 发 挥 得 淋漓 尽 致 ,不 断 地 实现 科 
学 研究 中 的 发 明和 发 现 . 


林 夏 水 
2009 年 2 月 15 日 


前 


lly 


走 近 数 学 、 
理解 数学 、 
养 成 数学 思维 、 
欣赏 数学 的 美 ， 
品味 数学 、 
启迪 心智 、 
增强 数学 修养 、 
。 弘扬 数学 文化 
这 就 是 本 书 的 宗 引 . 
数学 ,最 终 说 来 还 是 工具 ,但 我 们 不 能 作为 工具 来 学 . 从 工具 
的 技术 动机 去 学 数学 是 非 优 的 . 
当今 是 定量 分 析 的 时 代 , 数 学 ,特别 是 数学 思维 对 哪个 专业 者 
是 重要 的 ,也 包括 哲学 与 文学 . 
数学 美 ,数学 中 蕴藏 着 丰富 的 美 ,但 我 们 需要 学 会 去 欣赏 这 
种 美 
数学 属于 人 类 文化 , 它 是 全 人 类 共有 的 一 种 通 有 文化 
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客观 世界 本 来 没有 数 ,人 们 的 生活 却 离 不 开 数 ,更 离 不 开 数 

学 . 也 许 这 就 是 人 从 本 质 上 区 别 于 不 懂得 “ 朝 三 车 四 与 朝 四 暮 三 ” 

关系 的 猴 类 之 处 吧 . 人 类 社会 愈 发 展 将 愈 离 不 开 数 学 ,社会 愈 进步 

愈 需要 高 深 的 数学 . 怎么 办 ? 首要 的 问题 是 要 让 数学 思想 ,而 不 只 

是 一 堆 堆 数学 公式 ,去 武装 起 她 的 每 一 个 建设 者 . 
数学 ,学 的 是 公式 ,用 的 是 思想 

数学 ,思想 重 于 公式 . 不 要 为 其 符号 语言 的 形式 引 偏 了 我 们 的 
注意 力 . 

如 何 才能 树立 起 数学 思维 呢 ? 可 以 从 有 意识 和 无 意识 两 个 方 
面 去 递 进 . 前 者 靠 的 是 理性 ,是 思考 ,是 刻苦 努力 ;后 者 靠 的 是 情 
性 ,是 灵感 ,是 潜移默化 . | 

数学 崇尚 修养 .修炼 .感悟 和 领悟 

学 了 高 等 数学 只 是 开启 了 今后 工作 生涯 中 继续 学 习 的 路 子 . 
本 书 则 是 为 着 这 一 路 子 或 者 沿 着 这 一 路 子 作出 一 点 欣赏 性 的 

本 书 一 大 宗旨 是 想 与 读者 一 起 ,通过 对 一 些 数学 思想 的 品味 
来 体会 数学 与 社会 生活 的 关系 ,感受 数学 与 人 类 文化 ,也 是 为 了 增 
进 数学 文化 ,并 以 此 来 促进 我 们 数学 思维 习惯 的 形成 ,以 便 更 好 地 
掌握 数学 思想 ,驾驭 数学 公式 ,更 好 地 运用 数学 , 驰 颈 数学 世界 . 

本 书 属于 大 学 生 的 课外 读物 ,但 内 容 起 点 比较 低 , 具 有 一 般 高 
等 数学 水 平 的 读者 都 能 读 懂 . 不 过 对 于 大 学 生来 说 ,其 思想 高 度 和 
看 问题 的 角度 也 许 是 较为 新 颖 的 ,同时 也 是 具有 启发 性 的 . 毕竟 虽 
然 我 们 的 主要 目标 是 大 学 生 甚至 部 分 中 学 生 , 但 也 只 是 其 中 学 有 
余力 者 和 数学 爱好 者 
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前 言 
感谢 著名 数学 家 ,教育 家 ,大 连理 工大 学 徐 利 治 先生 和 北京 航 
空 航天 大 学 李 心 灿 先生 的 指导 与 帮助 . 


作 者 
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加 、 乘 数学 与 客观 世界 


将 看 到 ,整个 数学 中 ,甚至 整个 复杂 的 客观 世界 中 ,种 种 关 
系 ,归根 结 底 皆 可 显现 为 一 个 “加 ”和 *“ 乘 ”的 运算 关系 , 仅 此 而 
已 . 这 也 是 著名 的 圣 菲 研究 所 ( 美 ,新 墨西哥 州 圣 菲 市 ) 提 出 的 
“从 简单 到 复杂 ”的 一 种 展示 ,只 不 过 我 们 这 里 展示 的 是 复杂 中 
的 简单 罢了 . 

换 句 话说 ,本 章 是 要 揭示 这 么 一 个 事实 :在 数学 中 不 管 从 
哪个 领域 .哪个 分 支 . 哪 个 层次 看 去 ,那里 的 基本 运算 都 是 加 和 
乘 的 . 作为 对 应 ,在 客观 世界 不 管 有 多 么 深究 多么 层 匡 、 多 么 
复杂 ,那里 的 基本 关系 也 还 是 个 “加 ”和 “ 乘 ” 

而 今 数学 建筑 的 高 塔 虽 已 欠 入 云天 ,但 侄 全 起 这 层 层 殿 宇 
除了 数 和 变量 等 基本 元 素 外 ,加 、 乘 始终 是 联络 和 构建 起 种 种 
元 素 的 最 为 基本 的 “钢筋 ” 只 是 随 着 建筑 的 升 高 ,这 些 加 、 乘 的 


。 1] 。 
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“钢筋 ” 亦 被 抽象 ,提升 到 了 越 来 越 高 . 越 来 越 交 的 层次 圈 了 . 

本 章 将 表明 ,不 仅 人 类 的 数学 意识 .数学 运算 启蒙 于 加 、 
乘 , 而 且 实 数 上 的 加 、 乘 犹如 数学 的 一 桩 砧木 ,整个 数学 都 由 它 
生发 而 成 . 其 生发 方式 莫非 层 层 创 生 概 念 、 构 筑 人 台阶 ,并 于 其 上 
做 加 、 乘 运算 而 已 , 旨 在 通过 这 一 认识 诱导 读者 从 一 个 新 的 视 
角 去 观察 世界 .透视 一 次 数学 .接受 一 次 思维 训练 ,最 终 增 强 我 
们 对 数学 的 认识 、 爱 好 、 兴 趣 和 投入 . : 


1. 1 人 类 社会 的 启蒙 与 数 的 加 、 乘 发 生 
1. 1. 1 没有 数学 人 类 社会 怎样 生存 


一 则 “数学 故事 ”说 ,历史 上 欧洲 曾 有 人 招标 过 一 批 书 目 ， 
其 中 诸如 “没有 铁匠 人 类 社会 怎样 生存 ?”“ 没 有 裁缝 人 类 社会 
怎样 生存 ?” 等 等 ,都 有 人 应 标 了 , 唯 独 “ 没 有 数学 人 类 社会 怎样 
生存 ?” 至 今 没 人 揭 标 . 为 什么 呢 ? 这 是 可 以 理解 的 . 

首先 ,之 所 以 叫 人 类 社会 ,根据 马克 思 的 定义 , 它 是 “人 与 
人 之 间 所 有 关系 的 总 和 ”, 因此 必然 少不了 这 样 那样 的 关系 . 特 
别 少不了 一 种 物质 “交换 ”关系 (如 相互 调节 余 缺 ) 和 物质 “分 
配 ” 关 系 (诸如 分 配合 伙 获 得 的 成 果 等 ), 总 的 叫做 经 济 关系 , 否 
则 就 谈 不 上 什么 人 类 社会 了 ， 

比如 ,任何 高 等 动物 都 有 其 “社会 ”群落 ,其 中 一 样 有 关系 ， 
只 是 没有 人 类 如 此 丰富 的 交换 、 分 配 关系 罢了 . 

那么 ,显然 在 交换 关系 中 就 少不了 计量 , 在 分 配 关 系 中 就 
少不了 均等 . 这 两 者 的 一 个 公共 前 提 就 是 量 的 表示 一 “ 数 ” 
。 ID 。 


赏析 一 ”加 、 乘 数学 与 客观 世界 


首要 的 则 是 数 的 概念 的 产生 . 

要 问 ,为 什么 人 有 数 的 概念 ,而 一 般 动 物 却 没有 了 呢 ? 直观 
说 来 ,似乎 这 就 是 人 区 别 于 其 他 动物 的 高 级 之 处 . 进一步 说 来 ， 
这 就 是 人 在 进化 中 产生 了 能 把 非 数 的 客观 对 象 在 脑子 里 升华 
成 数 的 一 种 智能 . 这 可 是 非 同 小 可 的 . 正如 语言 文字 一 样 , 没 
有 脑子 里 对 客观 事物 的 反映 、 升 华 和 思考 ,就 没有 形成 语言 
文字 的 动力 和 需求 ,也 就 没有 世界 上 各 种 各 样 的 语言 和 文字 . 
数 的 概念 的 产生 及 其 表达 形式 的 发 生 ,也 遵从 同一 个 原理 . 

都 知道 ,关于 猴子 不 识 数 的 改 事 不 少 , 除 了 “ 朝 三 芍 四 与 朝 
四 幕 三 ”的 故事 外 ,还 有 诸如 “猴子 狂 包 谷 ( 玉 米 )”“ 峨 眉山 猴 
子 分 肉 ” 的 故事 等 . 曾 有 报 载 ,印度 有 只 猴子 看 见 人 乞丐 讨 了 钱 拿 
去 买 糖 吃 , 它 也 学 着 讨 钱 ,然后 拿 去 买 糖 吃 . 可 是 不 管 你 给 它 多 
它 全 部 交 给 卖 糖 人 ,也 不 管 手 里 的 是 多 少 钱 , 只 要 卖 糖 人 

一 颗 糖 , 它 就 满足 了 . 可 见 连 猴子 这 样 聪明 的 动物 也 还 没 
ne 

人 类 最 宝贵 .最 值得 珍 展 的 即 是 进化 产生 了 量 与 数 的 意识 

(注意 到 量 与 数 之 间 也 是 有 微妙 差异 的 . 量 是 对 客观 对 象 多 少 
的 反映 , 数 是 量 的 具体 表示 . 尽管 通常 可 作 等 同 看 待 也 罢 ) ,并 
且 进 化 得 还 越 来 越 高 级 . 


国际 从 结 强 记 事 到 四 则 运算 


本 质地 说 ,人 类 产生 的 量 和 数 的 意识 是 对 客观 事物 的 一 种 
抽象 和 映射 能 力 , 进 一 步 的 进化 则 是 产生 了 用 符号 来 表征 数 与 
量 的 能 力 . 表现 为 人 类 一 旦 有 了 量 的 意识 即 必然 需要 (上 且 能 够 ) 
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找 出 一 种 表征 和 表述 数 的 方式 . 

结 绳 记事 就 是 这 样 产生 的 . 

这 时 的 绳 “ 结 ” 就 是 一 种 “ 数 ” 一 一 量 的 表征 . 只 是 还 不 能 算 
是 好 的 表征 方法 罢了 . 显然 ,寻找 数 的 表征 方式 比 起 产生 量 的 
意识 来 ,就 好 像 科 学 创造 与 技术 实现 的 关系 ,一 个 偏 “ 理 ”( 思 
想 ) ,一 个 偏 “ 术 ”( 技 术 ). : 

”事实 上 , 正 出 于 表述 方式 的 技术 性 特征 ,历史 上 世界 各 民 
族 都 有 过 自己 各 种 各 样 的 记 数 方式 ,如 今 早已 自然 地 统一 到 以 
所 谓 “ 阿 拉 伯 数字 ”作为 世界 通用 的 记 数 法 . 这 是 自然 选 优 和 淘 
汰 的 结果 ,不 必 细 述 了 . 

mere 
运算 . 不 管 在 什么 记 数 法 之 下 ,都 一 样 地 要 产生 运算 . 也 不 管用 
什么 方式 做 运算 (技术 ), 归 结 起 来 ,基本 上 就 是 一 种 全 世界 已 
自然 地 统一 了 记号 的 加 、 乘 运算 . 

这 就 是 本 章 所 要 专门 讨论 的 加 、 乘 运算 . 考虑 到 各 自 的 逆 
运算 一 一 减 和 除 , 即 成 为 四 则 运算 了 . 

将 看 到 ,不 管 世界 有 多 大 、 多 深 、 多 复杂 ,也 不 管 数 学 发 展 
的 有 多 高 .多 玄 、 多 现代 ,今天 看 来 ,他 们 仍 只 不 过 都 是 些 加 、 乘 
这 两 种 运算 或 经 过 发 展 、 推 广 和 深化 而 成 的 罢了 . 

换 句 话说 ,客观 世界 的 基本 关系 就 是 加 和 乘 这 么 简单 , 客 
观 世 界 所 有 关系 莫非 建立 在 加 、 乘 这 种 最 原始 .人 类 认识 最 早 
的 基本 关系 之 上 的 罢了 ,如 此 而 已 . 

所 以 我 们 不 妨 说 客观 世界 就 是 “加 ”和 “ 乘 ” 两 个 基本 关系 
构筑 而 成 的 . 
。4 。 
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”在 正式 讨论 本 章 思想 之 前 ,让 我 们 先 来 欣赏 一 下 布尔 巴 基 
的 “数学 结构 ”思想 吧 . 


1.2 谈 谈 数学 结构 
1.2. 1 从 布尔 巴 基 谈 起 


布尔 巴 基 (Bourbaki) 既 不 是 一 个 人 也 不 是 一 个 学 派 , 而 是 
起 目 20 世纪 30 年 代 , 由 法 国 巴 黎 近 郊 一 群 志趣 相投 的 年 轻 数 
学 家 自然 结合 成 的 一 个 数学 沙龙 . 他 们 是 一 群 典型 的 鼓吹 建立 
数学 “象牙 塔 ”, 搞 抽象 化 数学 的 激进 者 . 的 确 , 在 他 们 的 著作 中 
连 几何 图 形 也 是 被 握 弃 了 的 . 他 们 还 试图 用 这 一 思想 重建 数 
学 呢 . 

在 科学 研究 领域 ,我 们 支持 宽松 .自由 .开放 的 环境 和 气氛 ， 
主张 应 该 尊重 每 个 人 的 志趣 和 选择 . 因此 对 于 布尔 巴 基 行 为 尽 
管 我 们 可 以 不 效仿 ,不 赞赏 ,但 也 不 能 否定 他 们 ,而 且 社 会 还 应 
该 给 予 应 有 的 经 费 支撑 ,养活 他 们 . 

我 们 的 态度 是 人 类 社会 养 得 起 也 应 该 养 那 些 思想 活跃 . 敢 
于 探索 .不计 清贫 的 人 ,或 许 他 们 还 能 为 人 类 发 掘 出 一 点 真 全 
来 呢 . : 

的 确 如 此 ,虽然 从 总 体 上 布尔 巴 基 行 为 并 没有 在 数学 中 产 
生 什么 感染 作用 ,但 他 们 也 有 多 项 成 果 已 被 数学 接纳 ,也 为 数学 
宝塔 增添 了 一 些 点 缀 . 其 中 比较 典型 的 一 项 要 算是 布尔 巴 基 的 


”数学 结构 观 了 . 


已 体 来 说 ,布尔 巴 基 把 数学 归 为 三 大 结构 : 序 结构 、 拓 扑 结 
RD 
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构 和 代数 结构 . 现 分 别 简 述 之 . 
1.2.2 数学 的 序 结构 


第 知 , 数 学 中 最 为 基本 的 对 象 是 集合 ,最 为 基本 的 关系 是 序 
关系 . 那么 到 底 什 么 是 序 关系 呢 ? 

两 个 对 象 , 若 能 归结 为 大 于 (之 ), 小 于 (<<), 等 于 (一 ) 三 个 
关系 中 的 任 一 个 ,就 称 它们 间 存 在 序 关系 . 进一步 ,一 个 集合 中 
元 素 两 两 间 皆 具有 序 关 系 时 , 叫 该 集合 具有 (全 ) 序 结构 . 

显然 ,客观 世界 要 严格 实现 “> 二 ,二 ”三 种 关系 ,只 有 数量 
化 (经 过 度量 映射 ) 之 后 才 行 . 因此 说 ,严格 的 序 结构 唯 有 在 数学 
内 才 可 能 实现 . 或 说 (严格 的 ) 序 结构 如 果 存 在 ,只 能 是 数学 独 
有 的 . 

但 即使 在 数学 内 ,这 一 序 结构 也 不 是 桌 上 的 苹果 一 一 明 摆 
着 的 , 仅 就 其 概念 也 是 随 数学 发 展 而 推广 ,深化 、 发 展 着 的 ,归纳 
起 来 完全 是 一 门 学 科 的 发 展 态势 . 这 是 因为 数学 早已 不 只 是 实 
轴 上 的 数学 了 . 量 早已 由 标量 变 成 向 量 ; 空间 维度 早已 由 一 维 变 
到 高 维 以 至 无 穷 维 ; 对 象 (集合 ) 的 元 素 早已 由 几何 点 变 到 函数 
直至 一 般 元 素 、 抽 象 元 素 ; 对 对 象 (集合 ) 的 研究 早已 不 只 针对 元 
素 ,更 要 同时 考虑 集合 整体 及 所 有 子 集 等 等 . 这 些 都 决定 着 , 仅 
仅 只 有 实 轴 上 的 序 概念 是 远 远 不 够 的 . 因此 在 数学 中 先后 产生 
了 诸如 全 序 ( 实 为 上 面 定义 的 序 ) 、 良 序 和 半 序 等 概念 ;在 理论 上 
产生 了 集合 上 的 格 序 理论 ;在 应 用 上 产生 了 诸多 “ 序 化 映射 "等 . 

作为 例 示 ,这 里 仅 就 序 化 映射 举 上 几 条 ， 

(1) 两 个 同 维 空间 的 向 量 ,怎么 比较 大 小 ? 数学 已 创造 出 多 
。6 。 
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法 ,向 量 的 分 量 集 之 中 取 最 大 (或 最 小 ) 法 、 加 权 平 均 法 等 等 . 

(2) 社 会 上 琳琅 满目 的 物品 ,怎么 去 比较 它们 ? 流行 的 有 两 
种 方法 :一 种 是 用 求 ( 同 一 种 ) 比 例 值 的 方式 将 各 种 带 量 纲 的 物 
品 非 量 纲 化 以 作 比 较 ; 另 一 种 是 所 谓 “ 定 价 法 ”, 即 将 每 种 物品 定 
出 个 价格 来 ,再 按 其 经 济 意义 作 比 较 . 以 上 两 种 方法 的 思想 实质 
都 是 把 对 象 变 换 到 同一 量 纲 ( 非 量 纲 也 是 一 种 “ 量 纲 ”) 下 的 一 维 
空间 来 做 比较 . 

(3) 体 操 比赛 或 文艺 表演 赛 ,怎么 作出 精确 比较 ? 这 是 大 家 
都 知道 的 ,总 的 叫 它 为 统计 计量 法 . 

(4) 生 活 中 遇 到 的 诸如 大 小 、 好 坏 、 轻 重 以 及 隶属 .包含 等 比 
较 关系 ,怎么 作 严 格 表示 ?必然 地 ,也 只 有 ( 且 能 ) 映 射 到 实 轴 上 
才 行 . 、 

总 之 ,不 管 从 客观 实际 还 是 数学 本 身 , 序 关系 都 是 其 基本 关 
系 . 正 是 在 这 一 机 制 的 推动 下 ,数学 各 个 领域 都 少不了 序 的 研究 
和 应 用 . 因此 把 “数学 具有 序 结构 ”作为 其 基本 结构 之 一 是 正 
确 的 . 

最 后 让 我 们 来 讨论 一 个 问题 . 根据 考察 ,由 于 只 有 实 轴 (一 
维 空间 ) 才 具有 典型 的 序 结构 ,那么 是 否 可 以 猜测 ;一 切 “比较 ”， 
当 且 仅 当 归结 (映射 ) 到 实 轴 上 来 才 行 . 

我 们 说 这 种 积极 猜测 的 精神 是 可 贵 的 ,符合 波 利 亚 “ 数 学 是 
猜 出 来 的 ”精神 ,值得 发 扬 . 但 切忌 不 能 把 观察 .猜测 当 事 实 ,不 
能 重 路 两 千年 前 毕 达 哥 拉 斯 的 有 理 数 猜测 悖 论 ” 的 覆 枚 ( 见 
2. 2. 1 节 ). 对 于 猜测 的 东西 必须 得 到 理论 证 明 或 实际 验证 才能 
承认 它 . 
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事实 上 这 一 猜测 若 要 得 到 证 明 还 必须 附加 条 件 才 行 . 因为 
在 数学 中 ,除了 映射 到 实 轴 去 比较 之 外 ,也 创造 了 一 些 别 的 比较 
方法 ,诸如 伪 序 、 拟 序 和 格 序 等 . 总 的 精神 是 将 序 概念 推广 、 转 
移 ,. 引 申 后 再 应 用 . 可 见 从 推广 的 意义 讲 上 述 猜 测 并 不 成 立 . 


1.2.3 数学 的 拓扑 结构 


首先 谈 谈 拓 扑 概念 . 

通常 说 的 拓扑 是 拓扑 学 的 简称 . 拓扑 学 分 为 一 般 拓 扑 学 (又 
叫 点 集 拓扑 学 ) 代数 拓扑 学 (其 前 身 叫 组 合 拓扑 学 ) 和 微分 拓扑 
学 三 大 分 支 . 特别 地 ,通常 所 说 的 拓扑 学 即 一 般 拓扑 学 . 这 里 仅 
就 一 般 拓扑 学 (径直 叫 拓扑 学 ) 多 说 几 句 ， 

1. 拓扑 学 基本 概念 

(1) 拓 扑 空间 : 设 有 开 集 Y 和 它 的 元 素 的 一 组 邻 域 系 + 一 
{tt}CY, 其 中 皆 是 Y 的 开 子 集 , 若 空 集 凶 和 全 集 了 皆 属 于 +， 
且 r 中 有 限 个 元 素 的 交 运 算 ( 集 合 乘 ) 与 无 限 多 个 元 素 的 并 运算 
(集合 加 ) 皆 封闭 , 则 叫 Y 为 以 + 为 其 拓扑 的 拓扑 空间 , 记 为 (Y， 
Tt). 
(2) 拓 扑 映射 ( 暂 把 映射 理解 为 函数 ,讲解 见 后 ) :简单 说 一 
切 连续 映射 都 叫做 拓扑 映射 ,又 叫 拓扑 变换 . 拓扑 映射 是 把 一 个 
拓扑 空间 变 到 另 一 个 拓扑 空间 . 

(3) 已 看 到 ,所 谓 “ 拓 扑 ” 实 际 上 对 应 着 四 个 概念 , 即 拓扑 空 
间 、 拓 扑 集 ( 如 r 又 叫 拓扑 基 )、 拓 扑 映射 和 拓扑 学 . 一 般 说 在 应 
用 中 根据 上 下 文 语 境 是 不 会 产生 混淆 的 . 

(4) 拓 扑 的 概念 看 起 来 很 抽象 、 很 交 , 给 人 一 种 丈 二 和 尚 措 
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(4) 拓 扑 的 概念 看 起 来 很 抽象 .很 玄 ,给 人 一 种 丈 二 和 尚 措 
不 着 头脑 的 感觉 . 事实 上 , 正 是 在 这 一 定义 之 下 才 使 得 拓扑 概念 
的 客观 背景 十 分 宽广 . 这 也 是 一 种 电视 塔 越 高 覆盖 面 越 宽 的 原 
理 . 拓扑 之 所 以 成 为 一 类 数学 结构 , 即 与 其 宽泛 (从 而 抽象 ) 的 定 
义 有 关 . 

比如 ,这 一 来 十 分 一 般 的 集合 都 可 以 构造 出 拓扑 空间 来 ,其 
至 不 止 一 个 . 同时 ,一 般 的 映射 都 可 能 是 拓扑 映射 ,是 因为 连续 
映射 十 分 普遍 之 故 . 反 过 来 也 说 明 , 拓 扑 概念 是 十 分 宽泛 的 . 

下 面 继续 认识 拓扑 作为 数学 结构 的 主要 特征 . 

2. 拓扑 学 的 主要 特征 

(1) 拓 扑 学 是 分 析 学 与 几何 学 的 结合 . 作为 分 析 学 , 它 研 究 
数学 分 析 中 基本 的 邻 域 . 聚 点 序列. 收敛、 发散、 覆盖 .连续 间 
断 和 开 闭 性 等 概念 ;作为 几何 学 , 它 研 究 广义 的 几何 对 象 一 
般 集 合 ,统一 叫做 “空间 ” 

(2) 拓 扑 学 的 “空间 ”是 广义 的 ,从 维 数 讲 , 包 括 0 维 (有 限 点 
集 或 无 限 点 集 ) 有限 维 到 无 穷 维 ; 从 元 素 对 象 讲 ,包括 几何 点 元 
素 .函数 元 素 直 至 客观 世界 任意 对 象 . 

(3) 原 则 上 拓扑 学 是 不 依赖 于 坐标 系 的 . 它 的 概念 和 理论 寺 
接 建 立 在 所 谓 “ 邻 域 ”概念 上 . 

(4) 拓 扑 学 又 被 形象 地 叫做 橡皮 几何 学 . 皆 因 拓扑 映射 始终 
是 连续 的 ,就 像 理 想 的 橡皮 一 样 ,只 要 不 破裂 ,怎么 绷 和 缩 ( 映 
射 ) 都 可 以 . 比如 ,由 此 可 将 所 有 约 当 曲 线 ( 无 自我 交叉 的 封闭 曲 
线 ) 归 为 同一 个 (叫做 ) 拓 扑 类 ,且说 它们 都 拓扑 等 价 于 单位 圆 . 

(5) 拓 扑 既然 可 变性 如 此 之 大 , 那 它 作为 数学 ,研究 的 是 什 
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么 呢 ? 

是 的 ,数学 虽然 变 来 变 去 ,所 求 的 终归 还 是 不 变 的 东西 . 那 
么 ,拓扑 变换 中 有 没有 不 变 的 东西 呢 ? 

有 的 , 那 就 是 保持 拓扑 空间 中 的 “ 洞 ?的 个 数 不 变 . 还 有 就 是 
拓扑 空间 的 可 度量 性 ( 非 指 度量 值 ) 等 保持 不 变 . 

3. 两 则 笑话 

(1) 有 人 说 ,“ 拓 扑 是 什么 ?比如 一 个 人 可 以 不 解 开外 层 衣 
服 就 能 将 内 层 衣服 脱 下 来 ,这 就 是 拓扑 . ” 初 看 起 来 让 人 有 些 好 
笑 , 但 细 想 之 ,还 是 正确 的 呐 . 具体 说 ,他 所 指 的 是 拓扑 映射 . 比 
如 只 要 把 人 体 拓扑 地 缩小 ,外 衣 拓 扑 地 阔 大 ,内 衣 不 就 能 轻易 地 
脱 下 来 了 ? 

(2) 根 据 拓扑 的 上 述 “ 拓 扑 类 ”思想 ,有 人 说 整个 人 类 中 所 有 
正常 人 皆 属 同一 个 拓扑 类 ,包括 男人 和 女人 ,看 来 也 是 正确 的 . 
也 许 读者 你 就 是 这 一 拓扑 类 中 的 那个 “标准 人 ”内 . 

4. 拓扑 学 的 实际 应 用 例子 

正 由 于 拓扑 概念 的 宽泛 性 , 它 的 实际 应 用 也 是 十 分 广泛 的 . 
比如 即使 复杂 的 社会 也 有 着 深刻 的 拓扑 空间 实质 ,值得 从 拓扑 
角度 去 研究 . 不 过 这 里 只 准备 就 拓扑 在 工程 技术 实践 中 的 应 用 
简单 谈 几 句 . 

拓扑 学 在 技术 上 最 为 典型 的 应 用 是 在 电气 器 材 的 印刷 电路 
板 上 ; 因为 在 电气 (弱电 ) 器 材 设计 中 ,为 实现 一 组 接线 头 间 连 
线 , 若 能 拓扑 地 摆布 在 或 尽量 拓扑 地 摆布 在 一 个 平面 上 来 ,然后 
采用 印刷 电路 板 的 方式 进行 生产 ,是 十 分 优越 的 . 这 时 增加 的 线 
路 材料 与 电 耗 都 十 分 微弱 , 却 换 来 的 是 制作 工时 、 材 料 和 器 件 体 
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积 的 减 小 ,十 分 合算 . 
同 珀 ,对 于 建筑 上 的 种 种 网 络 线路 的 布局 设计 者 来 说 , 若 能 
懂得 一 些 拓 扑 学 原理 常常 也 是 有 用 的 . 


1.2.4 数学 的 代数 结构 


从 总 体 上 来 说 ,数学 就 是 由 代数 学 和 分 析 学 两 大 类 构成 的 . 

分 析 学 是 以 一 般 函 数 为 基本 对 象 , 微 积分 为 基本 手段 的 研 
究 领域 . 它 是 加 、 乘 四 则 深化 到 算术 “十 则 ”, 再 经 种 种 引申 、 深 化 
而 成 的 . 

代数 学 则 不 同 , 它 总 是 加 、 乘 四 则 及 其 直接 推广 ,最 多 是 在 
仅 有 的 2.3.4 阶 代数 方程 求 根 公 式 中 用 到 了 乘 方 . 开 方 和 复数 
而 已 ,说 不 上 什么 深化 . 尽管 说 代数 学 的 发 展 亦 如 分 析 学 ,表现 
为 一 层 层 “ 台 阶 ” 上 的 基本 运算 ,但 如 果 说 分 析 学 的 基本 运算 是 
深化 了 的 ,那么 代数 学 的 基本 运算 就 是 广 化 了 的 ,不 过 始终 只 
加 、 乘 四 则 内 ， 

这 也 是 称 四 则 运算 为 代数 运算 的 原理 所 在 . 

既然 代数 运算 仅 属 基本 运算 ,那么 作为 数学 另 一 半 的 分 析 
学 的 运算 ,就 叫做 来 自 基本 运算 的 深化 . 那么 这 就 说 明了 ,“ 代 数 
学 是 整个 数学 的 一 大 基本 结构 ?这 种 说 法 是 毫 不 夸张 的 . 

可 以 说 本 章 的 基本 内 容 和 基本 思想 都 在 于 强调 数学 的 代数 
结构 . 反 过 来 说 ,由 此 数学 的 代数 结构 也 支持 了 本 章 的 思想 . 

下 面 ,作为 本 章 思 想 的 探讨 ,我 们 仍 得 回来 从 加 、 乘 运算 讨 
论 起 . 
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1.3 加 、 乘 运算 :数学 的 一 桩 砧木 


本 节 将 奠定 本 章 的 基石 一 一 加 、 乘 四 则 ,并 给 出 数学 在 加 、 
乘 四 则 这 一 桩 砧木 上 的 生发 图 描述 . 


1.3. 1 几 点 声明 


(1) 在 未 作 特 别 声明 时 ,所 提 到 的 加 、 乘 既是 加 、 乘 运算 ,也 
代表 了 它们 的 逆 运 算 ,因此 加 、 乘 也 叫 加 、 乘 四 则 或 叫 基本 四 则 、 
代数 运算 . 至 于 为 什么 不 径直 叫 四 则 而 要 叫 加 、 乘 或 加 、 乘 四 则 、 
基本 四 则 呢 ? 这 完全 是 为 了 突出 加 、 乘 二 运算 ,其 用 意 随 着 内 容 
进展 即 会 逐步 明白 , 北 免 兄 述 . 

(2) 严 格 说 来 ,在 四 则 运算 中 乘除) 又 是 加 ( 减 ) 深 化 来 的 . 
不 过 基于 本 章 任务 ,不 必 从 加 减 说 起 而 是 直接 从 四 则 起 步 ,这 是 
符合 本 章 意义 的 . 

(3) 正 如 运动 必定 有 个 场所 一 样 , 数 的 运算 也 必定 有 个 “ 数 
集 ” 作 为 其 场所 . 后 面 将 适时 介绍 到 ,数学 中 这 一 “ 数 集 ” 可 分 为 ， 
基本 数 集 ;实数 集 、 复 数 集 、 抽 象 数 集 ; 函数 集 和 推广 数 集 ; 一 般 
元 素 集 四 类 . 它们 都 是 讨论 运算 时 的 “前 提 ” 性 基本 问题 . 总 体 说 
来 实数 集 又 是 最 为 基本 的 一 个 “场所 ”. 

(4) 为 了 紧 扣 论题 ,也 为 免 繁琐 ,本 章 直接 以 实数 集 为 基础 
来 讨论 . 关于 数 的 认识 进展 过 程 是 由 “自然 数 一 整 数 一 分 数 ( 有 
理 数 ) 一 无 理 数 > 直至 实数 (实数 集 二 有 理 数 集 U 无 理 数 集 )” 就 
不 作 专 门 叙 述 了 , 仅 围 绕 加 、 乘 运算 的 推进 ,需要 时 再 作 一 些 相 
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1.3.2 加 、 乘 四 则 :实数 上 的 加 \ 减 乘除 


这 里 直接 承认 实数 上 的 加 、 减 运算 ,现在 来 推出 实数 上 的 
乘 、 除 运算 . 

我 们 知道 , 同 数 相 加 的 简化 即 得 乘 ,只 不 过 这 时 是 一 个 整数 
与 一 个 一 般 实数 相 乘 而 已 . 因此 只 要 能 把 整数 因子 推广 至 一 般 
实数 , 即 成 为 一 般 两 个 实数 因子 的 乘法 了 ，. 

为 此 , 设 N 表示 自然 数 集 ;Z 表示 整数 集 ;R, 表示 有 理 数 集 ， 
R; 表示 无 理 数 集 ;R 表示 实数 集 . 

这 时 如 果 在 Z 内 做 四 则 运算 , 即 会 将 数 的 概念 自然 地 推广 
到 R, ,而 在 R, 内 做 四 则 运算 ,R, 却 不 会 得 到 推广 . 这 时 ,R, 叫做 
是 对 四 则 运算 封闭 的 . 

那么 ,怎样 才能 将 整数 因子 推广 至 实数 因子 ? 为 此 只 需 将 
有 理 数 的 概念 推广 至 Ri、 不 过 这 时 须 得 借用 一 个 定理 . 

定理 1 任意 无 理 数 x( 表 作 YV xE€ Ri) 皆 存在 非 唯 一 的 有 理 
数 数列 {4,} osE Rom 一 1,2，…) 收 分 于 它 , 记 为 im Qn 二 =x. 

该 定理 在 一 般 高 等 数学 教材 中 都 有 证 明 , 这 里 免 述 . 

事实 上 我 们 知道 ,无 理 数 是 “无 穷 不 循环 小 数 ”, 若 记 某 无 理 
数 为 a。，a az aa…a…， 则 以 此 即 可 分 出 很 多 很 多 个 (有 理 数 
的 ) 无 穷 数列 来 ,如 {ao ,as “Qlsao* aid2 ,da0o“ Qalaza3，…} 即 是 其 
中 一 个 ,它们 都 是 收敛 于 同一 个 无 理 数 的 . 

现在 看 到 了 ,定理 1 中 的 极限 过 程 全 是 在 有 理 数 集 上 进行 
的 , 却 最 后 达到 的 是 无 理 数 . 那么 将 其 用 到 上 述 数 乘 上 来 ,只 要 
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再 补充 如 下 定义 即 可 . 

定义 ” 设 bER,b 是 常数 ， ZERi, 且 lima, 一 z, 则 有 乘积 zxb 
-ew 

由 此 即将 有 理 数 上 的 乘 运算 深化 到 无 理 数 上 去 了 . 我 们 把 
通过 极限 手段 得 到 的 推广 叫做 一 种 深化 . 这 时 再 注意 到 有 R= 
R. URi, 即 得 到 两 个 实数 因子 的 乘 运算 了 . 

又 因 非 零 实数 的 倒数 仍 为 实数 , 则 实数 的 除法 也 就 得 到 了 . 

特别 地 ,由 此 便 得 到 整个 实数 集 上 的 四 则 运算 了 . 


1. 3.3 数学 基于 加 、 乘 四 则 的 生发 图 


本 节 勾 画 出 本 章 所 要 阐述 的 基本 思想 和 基本 思路 . 总 地 可 
归结 为 图 1-1. 


Cy 
CE 
算 术 分 析 学 
1-1 


已 经 看 到 ,加 、 乘 概念 在 数学 中 的 扩展 可 有 多 个 途径 ,但 主 
体 的 只 有 两 大 途径 :一 个 是 代数 学 ,可 叫做 加 、 乘 概念 的 推广 . 扩 
张 途径 ; 另 一 个 是 算数 途径 和 其 上 的 分 析 学 途径 ,共同 的 特点 可 
叫做 加 、 乘 概念 的 深化 和 升华 途径 . 实际 上 每 一 途径 都 是 数学 中 
一 大 领域 , 且 都 在 逐 级 分 化 和 发 展 着 . 不 过 下 面 仅 就 第 二 途径 
(代数 学 ) .第 三 途径 (算术 ) 和 第 四 途径 (分 析 学 ) 予 以 逐 级 讨论 ， 
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对 于 相对 较 弱 的 第 一 途径 (数论 ), 只 需 在 这 里 补充 几 句 即 可 . 

数论 全 称 整数 论 , 是 从 古典 算术 和 古典 代数 中 析出 的 一 支 
数学 . 数论 的 古典 算术 特征 即 其 基本 运算 是 加 、 乘 四 则 ; 其 古典 
代数 特征 即 它 也 研究 “代数 方程 ”, 只 不 过 是 一 种 特殊 的 代数 方 
程 ,具体 叫做 不 定 方程 ,如 多 个 未 知 数 的 多 项 式 求 整 数 解 和 同 余 
方程 求 整数 解 等 即 是 . 

不 定 方程 又 叫做 丢 副 图 方程 ,也 说 是 未 知 数 个 数 大 于 方程 
个 数 的 代数 方程 .如 历经 三 百 余年 才 解 决 的 赫赫 有 名 的 “ 费 马 猜 
测 ”: 十 二 之 ,其 中 ,zx,y,z 为 非 零 未知 数 ,n 为 给 定 的 自然 
数 , 当 n 之 2 时 没有 整数 解 . 

这 也 是 个 典型 的 丢 番 图 方程 , 自费 马 (P。Fermat, 法 ， 
1601 一 1665) 提 出 并 于 1670 年 由 其 儿子 发 表 后 ,直到 1994 年 才 
锌 A。 怀 尔 斯 解决 . 在 三 百 余年 的 求证 过 程 中 留 下 了 不 少 动人 
的 故事 ,想必 已 尽 人 皆 知 ， 兹 免费 述 . 

数论 有 几 大 特点 "二 -不易 出 (成 果 ). 历史 上 不 知 有 多 少 
中 学 生 和 社会 青年 被 它 诱骗 过 , 纷纷 落得 个 “ 乘 兴 而 入 , 败 兴 而 
出 ;的 技巧 性 很 强 . 数论 的 结论 往往 看 起 来 简单 ,好 像 就 在 身 
边 , 唾 手 可 得 , 却 并 不 容易 ,主要 体现 为 技巧 性 的 创造 很 强 . @ 被 
誉 为 既 老 又 新 的 学 科 . 皆 因 其 不 仅 自 己 能 有 不 断 的 产 出 被 其 他 
学 科 取 用 ,自己 也 不 得 不 广 取 诸 学 科 的 成 果 以 为 已 用 ,所 以 始终 
处 在 前 沿 ,具有 新 兴 活 力 ,因此 说 它 新 . 

下 面 我 们 按照 先 讨论 代数 学 然后 讨论 函数 的 总 体 思 路 
进行 . 
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1.4 代数 学 及 其 加 、 乘 运算 


已 经 知道 ,代数 学 的 运算 是 十 分 基本 的 ,只 不 过 是 些 直接 的 
加 、 乘 四 则 而 已 . 那么 现在 我 们 只 需 着 重 就 代数 学 本 身 作 一 简 述 
即 可 实现 对 其 加 、 乘 四 则 的 揭示 了 . 

代数 学 分 为 古典 代数 学 和 近世 代数 学 两 大 分 支 . 


“1.4.1 古典 代数 学 


古典 代数 学 是 研究 直接 建立 在 实数 集 上 的 ( 即 实 系数 的 ) 有 
理 式 和 多 项 式 ( 总 称 代数 式 或 代数 函数 ) 的 学 科 分 支 . 其 中 又 以 
多 项 式 为 基础 . 

对 于 多 项 式 的 中 心 问题 是 求 多 项 式 的 根 ,或 说 解 ( 令 多 项 式 
等 于 0 的 ) 代 数 方程 . 代数 方程 分 为 多 元 线性 方程 组 、 一 元 高 阶 
方程 式 和 多 元 高 阶 方程 组 三 类 .人 全 

代数 方程 属于 (其 解 为 数值 的 ) 数 值 方程 ,并 且 是 数值 方程 
中 的 主流 . 

在 三 类 代数 方程 中 ,以 线性 方程 组 的 解 ,包括 解 的 方法 和 理 
论 ,最 为 丰富 、 最 为 成 熟 . 比如 围绕 着 解 的 方法 有 行列 式 理论 和 
克 莱 姆 法 则 等 ;围绕 着 解 的 理论 有 和 矩阵 理论 .线性 空间 理论 ( 见 
赏析 二 , 例 2) 等 . 

对 于 多 元 高 阶 方程 组 的 研究 则 很 难 ,被 纳入 专门 的 几何 代 
数 和 几何 数论 等 分 支 领域 去 研究 ,甚至 有 人 称 它 为 “魔鬼 ”的 数 
学 ,目前 进展 较为 缓慢 . 
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对 于 一 元 高 阶 方程 式 理论 ,又 简称 代数 方程 式 论 或 方程 式 
论 . 已 证 明 它 的 5 阶 及 5 阶 以 上 的 方程 没有 一 般 的 显 式 解 . 尽管 
其 解 的 存在 性 已 被 肯定 . 这 是 因为 , 据 欧 拉 的 代数 学 基本 定理 ， 
“ 实 系数 n 次 代数 方程 必 存 在 n 个 根 ,包括 复 根 和 重 根 的 重 数 ”. 

基本 定理 解决 的 是 (代数 方程 式 ) 解 的 “存在 性 ”问题 ,而 求 
出 代数 方程 式 的 ( 显 式 ) 解 属于 解 的 技术 实现 问题 . 存在 性 与 可 
实现 性 不 仅 具有 不 同性 质 的 困难 , 而 且 是 两 码 事 . 即使 知道 它 
“存在 ”, 也 不 一 定 能 实现 得 了 . 
”由 于 高 阶 方程 一 般 没 有 显 式 解 ,对 于 高 阶 方程 没有 更 多 理 
论 , 不 过 在 其 仅 有 的 理论 中 ,有 两 点 是 十 分 绝妙 的 ; 

(1) 利 用 “高 阶 方程 没有 显 式 解 ” 这 一 事实 ( 属 逆向 思维 ). 由 
于 高 阶 方程 没有 显 式 解 ”等 价 于 相应 高 阶 多 项 式 不 能 有 效 地 分 
解 成 一 次 因 式 (在 复 根 意 义 下 ) 之 积 , 或 一 次 、 二 次 因 式 (回避 复 
根 ) 之 积 . 那么 ,将 它 用 于 通讯 密码 编制 则 十 分 得 力 . 如 今 尽管 它 
已 党 到 了 高 速 计算 机 的 挑战 , 仍 没有 真正 动摇 它 的 实用 保密 性 , 

《2) 正 是 在 当初 数学 苦 苦 探索 高 阶 方 程 解 的 迷 避 中 , 伽 罗 瓦 
(上 上。Galois, 法 ,1811 一 1832) “意外 ”地 给 出 代数 学 一 个 石 破 天 
惊 的 突破 一 一 凿 开 了 近世 代数 学 的 一 扇 门窗 . 


1.4.2 近世 代数 学 


应 该 感谢 伽 罗 瓦 , 他 在 1832 年 赴 决斗 场 的 前 夕 , 因 情敌 是 
个 军人 ,预感 不 妙 , 将 其 记录 的 数学 新 发 现 底 稿 交 了 出 来 . 要 不 ， 
近世 代数 的 诞生 日 还 不 知 会 延迟 多 久 呢 . 

说 来 也 简单 ， 伽 罗 瓦 只 是 在 “不 经 意 ” 之 中 发 现 ,5 次 方程 5 
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esnips 

换 句 话说 该 “ 根 集合 ” 的 序 结构 对 于 置换 这 一 “运算 ”是 封 
闭 的 . 

进一步 ,这 就 启发 敏锐 的 数学 家 一 般 的 考虑 对 某 个 单一 运 
算 封 闭 的 集合 . 由 此 很 快 推进 到 对 乘 ( 除 ) 运 算 封 闭 集合 的 研究 . 
这 就 是 “ 群 论 ” 的 来 历 . 

群 论 发 展 很 快 的 一 大 原因 是 其 实际 应 用 对 它 的 推进 ,比如 
先后 产生 了 置换 群 ( 伽 罗 瓦 群 )、 交 换 群 ( 阿 贝尔 群 )、 运 动 群 . 连 
续 群 (又 叫 Lie 群 ) 等 ,都 是 有 其 很 强 应 用 背景 的 群 论 分 支 . 

挟 值 得 一 提 的 是 , 受 此 启发 在 数学 中 迅速 创 生 了 诸如 环 、 
域 , 体 代数、 线性 空间 等 理论 来 . 终于 形成 一 个 宏大 的 近世 代数 
体系 ,并 继续 往 所 谓 抽象 代数 、 数 系 理论 的 纵深 发 展 . 以 至 今天 
直接 称 近 世代 数学 为 代数 学 . 

当 注意 ,一 个 时 代 中 任 一 门 科 学 ,只 有 它 的 主流 学 科 才能 被 
赋予 这 门 科学 的 简单 称谓 . 可 见 在 当代 , 近世 代数 学 已 被 公认 为 
主流 学 科 了 . : 

归结 起 来 ,近世 代数 学 具有 如 下 特征 ; 

(1) 近 世代 数 较 之 古典 代数 ,从 任务 到 对 象 以 及 应 用 特征 
等 ,都 是 完全 不 同 的 ; 

(2) 近 世代 数 研 究 一 般 集合 ,表现 为 它 的 元 素 是 一 般 的 , 即 
不 只 是 数 ,更 可 以 一 般 的 表示 客观 世界 中 任何 对 象 . 

(3) 对 于 所 考察 的 一 般 集合 ,应 看 其 是 否 能 赋予 某 种 运算 . 
特别 注意 到 这 时 的 运算 是 需要 “赋予 ”的 . 那么 ,怎样 赋予 呢 ? 
本 
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(4) 应 该 对 照 实数 集 上 相应 运算 所 满足 的 各 条 定律 ,一 条 条 
考察 它 在 此 “一 般 集 合 " 上 是 否 能 够 被 定义 ( 即 是 否 能 基本 上 满 
足 数 集 上 相应 定律 或 经 适当 修正 后 能 满足 数 集 上 相应 定律 ) 换 
句 话 说 ,所 谓 赋予 某 个 运算 ,实际 上 是 以 定义 (赋予 ) 该 运算 的 各 
“运算 定律 ”又 叫 运算 公理 ) 来 体现 的 . 

(5) 正 因 如 此 ,在 说 到 某 某 集 合 上 有 (赋予 ) 某 种 运算 时 , 必 
须 同时 表示 出 该 运算 的 各 条 定律 来 

例 1 群 的 定义 . 

群 是 这 样 的 集合 X, 在 其 上 对 于 运算 “。 ”封闭 (又 叫 满足 运 
算 *。”) , 亦 即 满足 ， 

(1) 在 X 上 满足 结合 律 , 即 设 c,p,cEX, 有 au (bc) 二 
(CaQ。PD)。c 

(2)X 中 存在 么 元 (又 叫 单位 元 ) ,可 记 为 b, 满 足 VzEX, 皆 
有 工 ，0=x; : : 

(3)X 中 存在 逆 元 . 即 若 aEGX, 则 有 a-! EAX, 使 <c。a-1 一 0 
这 时 ,关于 X 的 群 可 记 为 (X，。). 

特别 地 , 当 运 算 “。” 不 满足 (2) (3) 时 ,可 记 为 运算 <。” ,这 
时 把 (X,。) 叫 做 半 群 . 

说 明 : 初 看 起 来 这 一 定义 似 有 些 抽象 ,比如 “。 ”究竟 是 加 、 
减 乘 , 除 中 哪 种 运算 ? 弄 不 清楚 , 倒 像 有 点 故弄玄虚 . 其 实 ， 

@ 这 里 * . ”用 到 数 集 上 时 , 既 可 表 加 (及 其 逆 减 ) ,叫做 加 
群 ,又 可 表 乘 (及 其 逆 除 ) ,叫做 乘 群 . 只 是 随 着 * 。” 表 加 、 乘 的 不 
同 ,6 应 分 别 为 0 和 1;a-! 也 应 分 别 为 ~ 和 1 & 罢了 . 

@ 即使 ”用 到 数 集 上 , 仍 可 表 非 加 非 乘 的 运算 . 比如 数 集 
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{a,b ,…,k } 中 任 两 元 素 位 置 的 一 次 “置换 ”都 是 一 次 运算 . 显然 
它 既 不 像 ( 数 ) 加 又 不 像 ( 数 ) 乘 ,可 也 是 一 种 运算 呀 . 

@) 更 何况 “<。? 可 表示 X 为 运动 场 上 运动 员 的 “运算 ”, 也 可 
表示 X 为 晶体 时 的 晶 格 演变 ,如 此 等 等 . 

看 来 抽象 表示 的 确 有 适应 面 宽 、 覆 盖 面 大 的 好 处 . 

例 2 线性 空间 概念 . 

抽象 定义 :简单 说 , 当 义 是 个 (交换 ) 群 , 且 对 R 上 数 的 数 乘 
( 记 为 x ) 满 足 结合 律 和 分 配 律 时 ( 即 设 a,5EX,a,BE R, 有 aP x 
a=a(Bx a) 和 (a 十 DB) x (at+b)=ax (a+b)+Bx (Cat+b) = (a 
PB) x* a 十 (a 十 B) * 5b) ,X 即 为 线性 空间 , 记 为 (X, x ) . 

说 明 :@@ 这 里 的 定义 看 似 简单 ,但 这 是 建立 在 群 概念 上 的 结 
果 , 若 把 群 的 定义 式 一 起 写 进 去 就 不 简单 了 . 为 什么 不 简单 呢 ? 
皆 因 这 时 X 表示 的 是 一 般 集合 ,在 赋予 它 运算 时 必须 界定 各 运 
算 定律 才 行 . 

@ 仅 当 X 为 实数 集 时 ,定义 于 其 上 的 线性 空间 才 是 简单 的 . 
因为 这 时 只 需 说 成 :系数 取 自 R 的 X 上 向 量 满足 加 减 运算 时 ， 
即 为 线性 空间 . 原因 是 既然 是 数 的 运算 ,只 要 说 到 是 什么 运算 ， 
相应 的 运算 定律 即 会 自然 满足 . 但 一 般 集 合 上 的 运算 就 不 能 这 
样 ,而 需要 特别 “赋予 ?了 . 


特别 看 到 ,今天 的 大 学 基础 教程 “线性 代数 ”中 讲 到 线性 


空间 定义 时 ,不 厌 其 “ 繁 ? 地 罗列 了 8 条 定律 ,这 是 为 什么 呢 ? 这 
是 因为 那里 说 的 线性 空间 指 的 是 一 般 集合 ,已 经 超越 了 数 的 、 欧 
氏 空间 的 “向 量 空间 ”层次 了 . 但 那里 还 没有 群 概念 垫底 (没有 讲 
群 概念 ) ,因此 只 能 从 最 基本 的 运算 定律 叙述 起 ( 见 2. 1. 2 节 , 例 
。20 。 
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1). 

最 后 来 回顾 一 下 即 可 看 到 ,前 面 提 到 的 代数 学 所 用 到 的 只 
是 代数 运算 ,而 代数 运算 特别 是 近世 代数 的 只 有 加 、 乘 四 则 ,其 
至 只 用 到 加 、 乘 四 则 的 一 部 分 ,这 的 确 是 事实 . 


1.5 加 、 乘 概念 的 应 用 性 推广 


随 独 数学 研究 领域 的 扩展 ,加 、 乘 概念 及 其 运算 方式 也 在 扩 
展 . 由 此 亦 表 明 即 使 扩展 了 的 数学 也 是 以 加 、 乘 四 则 为 其 基本 运 
本 记 拟 简 述 几 类 常见 的 扩展 类 型 . 


1.5. 1 集合 的 U\ 门 运算 


在 集合 论 中 , 有 关 集 合 或 子 集 之 间 的 并 、 交 运算 ,分 别 记 为 
U 和 站 .已 经 知道 它 是 数 的 加 、 乘 运算 推广 而 来 的 ,但 也 须 注意 
它 只 是 其 “思想 ”的 推广 ,与 数学 的 加 、 乘 本 身 却 是 十 分 不 同 的 
( 注 :任何 两 个 概念 , 当 其 认为 它们 比较 接近 时 应 尽量 找 出 它们 
的 差异 点 ; 当 其 认为 它们 很 不 相同 时 应 尽量 寻找 它们 的 相 
似 处 . ). : 

这 里 谈 谈 相对 于 加 、 乘 运算 ,并 、 交 运算 的 特征 . 

(1) 并 、 交 运算 是 针对 集合 或 子 集 来 界定 的 ,尽管 说 元 素 在 
某 种 意义 上 也 是 个 (特殊 ) 子 集 , 但 这 里 毕竟 不 是 针对 集合 基本 
元 素来 界定 的 . 

(2) 并 、 交 运算 是 根据 集合 关系 的 客观 实际 独立 给 出 的 定 
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义 , 是 一 种 重新 发 现 ,并 非 比 对 着 既 有 的 数 的 加 、 乘 运算 做 出 的 
“移植 ”. 

(3) 比 如 “1 十 2 二 3”, 这 在 实 轴 上 是 (区 间 ) 集 合 [0,1] 和 
[0,2] 长 度 之 和 ,但 它 不 是 作为 集合 之 “和 (并 )”, 其 集合 之 “和 ” 
应 为 [0,1] U[0,2]=[0,2]. 由 此 得 出 “U” 运 算 中 ,两 集合 间 重 
登 元 素 只 计 一 次 , 即 若 设 wa ,as 为 两 个 集合 , 则 有 al Uas 一 al 十 
az 一 ai, 这 里 “十 .一 ”是 特别 的 加 \ 减 号 自明 ,ai 为 重合 元 素 集 
&l2 一 Ci [Nas. 

(4) 集 合 间 也 有 减 和 除 的 运算 ,分 别 记 为 \ 和 / ,不 再 细 
说 了 . 

例 ”对 于 集合 X , 记 其 一 切 子 集 (包括 空 集 多 和 全 集 X) 之 
集 为 2* ,叫做 XX 的 时 集 , 则 在 2x 上 存在 U,\, 门 运算 ,从 而 可 在 
2* 上 定义 群 和 环 . 由 此 可 见 集合 运算 也 属于 代数 运算 . 


1.5.2 逻辑 的 V 、 人 运算 


客观 世界 一 切 事件 一 切 现象 都 是 逻辑 的 产物 , 即 符合 逻辑 
的 存在 . 说 “精神 病人 行为 不 合 逻 辑 ” 本 身 也 是 一 个 逻辑 结论 . 

胃 常 说 的 逻辑 系 指 当 前 逻辑 学 的 主流 学 科 一 形式 逻辑 
从 汉 畴 上 讲 , 整 个 数学 都 是 逻辑 的 , 所 以 也 说 V 、 人 运算 是 数学 
加 、 乘 运算 典型 的 推广 . 并 且 随 着 逻辑 学 分 支 的 不 同 ,这 一 推广 
的 V、A 运 算 也 有 些 差 异 . 这 里 仅 举 出 几 个 主要 的 方面 . 

1. 布尔 (Bool) 代 数 中 的 V 、 和 运算 

布尔 代数 又 叫 布尔 逻辑 ,是 1847 年 由 布尔 和 D . 摩尔 根 给 
出 的 一 个 代数 系统 , 记 为 (X,V , 和 A) . 亦 即 布尔 代数 是 一 个 具有 
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运算 V 、A 的 一 个 集合 X . 所 谓 “ 具 有 运算 V、A ”是 指 其 满足 一 
组 确定 的 运算 定律 ,这 里 免 于 元 述 . 

例 最初 的 布尔 代数 系统 是 一 个 电器 模型 ((40,1),V，A)， 
即 这 里 X 王 40,1} ,两 个 元 素 0、1 分 别 代表 开 、 关 ,运算 V 、A 分 
别 叫 做 “或 “与 ”, 唱 然 这 只 是 个 “最 粗 ” 的 布尔 代数 ,但 至 今 它 
在 包括 计算 机 的 电器 理论 上 都 还 是 十 分 基础 的 . 

2. 数理 逻辑 中 的 V 、 人 运算 

在 数理 逻辑 中 ,V 、 人 A 运算 分 别 叫做 “ 析 取 ”和 “ 合 取 ”. 数理 
逻辑 学 是 个 大 的 门类 , 它 的 各 个 学 科 分 支 都 以 V 、 信 作为 基本 运 
算 , 除 了 命题 逻辑 和 谓词 逻辑 外 还 包括 格 值 逻辑 、 模 糊 逻 辑 等 都 
是 这 样 的 

所 谓 ` 逻辑 代数 ", 是 因为 逻辑 运算 就 是 代数 运算 . 既然 如 
此 ,逻辑 学 的 加 、 乘 运算 实质 即 谓 明 显 了 . 

例 ” 格 值 远 辑 . 对 于 X, 若 YaypEX ,有 aVb= sup{a,。，) 
EX,aAb =inf(a,68}€EX, 则 称 X 为 满足 这 里 V、A 运 算 的 烙 ， 
又 叫 格 值 逻 辑 , 记 为 (X,V ,人 和). 可 见 ,在 格 值 逻辑 中 , V、 人 运算 
又 被 定义 为 取 上 确 界 .下 确 界 “运算 ”了 . 


1.5.3 数学 中 加 、 乘 形式 的 推广 


数学 中 正统 的 运算 是 对 于 数 的 加 、 乘 ( 士 ,。). 除 此 之 外 ,还 
有 不 少 关于 非 数 的 ,推广 加 、 乘 概念 的 加 、 乘 运算 ,这 里 仅 举 一 些 
常见 情形 . : 

1. 四, 的 运算 

在 现代 数学 中 引入 了 旬 一 一 直 和 ,又 叫 Whitney 和 ;Q@ 一 一 
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张 量 积 . 前 者 是 Whitney 于 20 世纪 30 年 代 提 出 的 , 系 同一 底 空 
间 上 不 同 向 量 之 间 的 一 种 空间 结构 表示 . 后 者 是 张 量 分 析 中 张 
量 空间 或 张 量 (多 重 线性 泛 函 ) 间 一 种 乘 运算 ,这 里 仅 点 到 为 上 

2. 又 乘 “x” 

又 乘 又 叫 又 积 、 向 量 积 ,来 自 物 理 空间 (Rs) 中 向 量 间 的 一 种 
““ 右 螺旋 ”关系 ,又 叫 “ 右 手 系 ”, 比 如 电磁 场 .引力 场 等 多 种 物理 
场 的 定向 规律 即 如 此 . 

又 乘 含有 两 个 要 素 : 一 个 是 乘积 值 ,等 于 两 向 量 的 模 ( 即 长 
度 ) 的 积 再 乘 以 两 向 量 夹 角 的 正弦 ,如 图 1-2 , 即 为 la| . |b| 。 
sin 0 . 另 一 个 是 方向 ,取决 于 两 向 量 的 顺序 及 “右手 定向 法 则 ” 

叉 积 “X” 与 数量 积 “。”( 简 称 数 
积 ,又 称 内 积 ) 在 其 几何 表达 式 上 仅 表 
现 为 一 种 对 偶 差异 ( 仅 正弦 ,余弦 因子 
不 同 , 见 图 1-2) ,但 二 者 的 方向 性 差异 
却 是 实质 性 的 . 也 因为 叉 乘 有 方向 性 , 
使 得 又 乘 不 能 像 数 乘 那样 可 以 推广 到 
任意 维 空间 去 . / 

3. 外 积 “ 和 人” : 

外 积 又 被 形象 地 叫做 尖 积 ,用 在 张 量 分 析 式 中 . 它 是 又 积 思 
想 的 一 种 推广 , 比 又 积 来 得 弱 一 些 . 也 要 注意 到 同 在 张 量 分 析 中 
的 两 种 乘 运算 和 与 四 的 区 别 . 人 是 用 于 算式 中 的 ,要 参与 运算 ; 
_@ 只 用 于 空间 或 向 量 间 一 种 关系 表示 ,一 般 不 参与 运算 
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1.6 ”算术 :加 、 乘 运算 的 一 个 深化 途径 


现在 进入 加 、 乘 四 则 这 桩 砧木 往 分 析 学 这 一 分 枝 上 的 深化 
过 程 讨论 . 仍然 按 图 1-1 中 的 途径 ,将 其 分 为 算术 中 的 深化 阶段 
《本 节 ) 和 函数 中 的 深化 阶段 (下 两 节 ) 等 三 节 来 叙述 . 

顾名思义 ,算术 即 数 的 运算 技术 . 它 有 十 种 (4 十 4 十 2) 基 本 
法 则 ,总 地 叫 它 们 做 算术 十 则 . 前 四 则 是 数学 中 最 为 基础 的 ,局 
蒙 的 运算 ,已 经 在 1. 3 节 作 了 基础 性 地 讨论 . 这 里 只 需 讨论 “中 
四 则 ”和 “后 两 则 ”. 其 中 又 只 有 中 四 则 是 直接 建立 在 实数 集 上 
的 ,后 两 则 是 新 加 入 的 (将 有 说 明 ). 现 分 段 述 出 . 


1. 6. 1 中 四 则 :基本 四 则 向 乘 方 . 开 方 ,指数 ,对 数 运算 的 深化 


亦 即 考虑 由 (基本 ) 四 则 向 八 则 的 深化 过 程 . 

首先 知道 , 同 数 相 乘 得 乘 方 ,又 叫 乘 吉 . 即 若 设 a€ R, 则 将 a 
自 乘 nn 次 便 有 a XaXaX… Xa 二 a", mcEN, 叫 必 做 a 的 n 次 适 
(或 叫 n 次 方 ), 又 已 知 ,实数 的 任意 次 乘 方 还 是 实数 ,所 以 必 有 4 
ER, 使 得 a" 二 5b ,这 一 来 就 容易 讨论 乘 常 的 逆 运 算 了 . 

这 时 可 形式 地 表 为 a 二 ff (5, n) (a 为 8 2 的 一 个 函数 表达 
式 ) ,事实 上 该 式 已 被 规定 为 f/(5,n) 二 Vb 一 bh“. 于 是 这 就 得 到 
了 通常 意义 下 的 乘 方 、. 开 方形 式 了 . 它 的 特征 是 只 保证 其 底数 
(如 上 式 中 a) 为 实数 ,其 指数 被 限定 在 整数 甚至 自然 数 范 围 内 
(因为 负 奇数 会 引起 实数 的 突破 ,产生 所 谓 “ 虚 数 ? 而 进入 复数 
领域 ,这 里 免 述 ). 
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那么 ,是否 可 以 再 推进 到 指数 为 实数 的 情形 ? 我们 说 是 可 
以 的 ,这 就 进入 到 指数 、 对 数 运算 问题 了 . 

为 此 ,接续 上 式 wm 一 5 ,如 设 有 6 二 kp",kER 则 必 有 a" 二 ”， 
从 而 有 a 一 VA” 一 Ar 和 上 二 a*. 于 是 乘 过 问题 即 由 自然 数 (或 整 
数 ) 进 展 到 有 理 数 了 . 这 时 再 用 1. 3 节 定 理 1 的 有 理 数 列 及 其 极 
限 概念 , 即 可 在 深化 的 意义 下 实现 以 实数 为 指数 的 运算 ,叫做 指 
数 运算 . 其 一 般 形 式 为 a( 二 y),a,zER( 自 然 也 有 yER), 再 从 
中 表 ( 解 ) 出 z, 若 记 为 gC(y,4), 则 z= 二 g(y，a) 即 为 指数 运算 的 
逆 运 算 ( 形 ) 式 . 

不 过 若 要 求 出 g《y,a) 的 具体 表达 式 来 , 则 要 比 上 面 求 乘 方 
的 逆 运 算式 难得 多 ， 

-十 分 走运 的 是 ， 这 时 正好 发 现 ,不久 前 41614 年 ) 由 内 旗 尔 
Goh Napier, 英 ,1550 一 1617) 为 解决 男 一 问题 (三 角 函 数 的 计 
算 ) 而 发 明 的 “对 数 ”, 恰 好 就 是 指数 运算 的 逆 运 算 . 

今天 我 们 可 以 看 到 , 当初 对 数 的 发 明 给 数学 带 来 的 贡献 不 
仅 在 于 它 是 指数 运算 的 逆 运 算 , 更 在 于 它 所 首创 的 作为 查 对 工 
具 、 帮 助 计算 的 “对 数 表 ”, 其 思想 为 后 来 的 诸如 概率 统计 表 、 微 
积分 表 等 所 采用 . 

对 数 的 第 三 个 贡献 是 其 “自然 对 数 ” 表 示 法 , 它 使 得 高 等 数 
学 中 一 大 类 积分 问题 得 以 解决 . 甚至 有 人 说 没有 对 数 ,积分 学 即 
难以 形成 . 由 此 ,对 数 还 被 誉 为 初等 数学 进入 高 等 数学 的 标志 
pd 

结合 到 我 们 这 里 来 说 ,内 庇 尔 的 发 明 是 给 出 了 g(y,a) 一 
log.y ,a 称 为 底数 ,y 称 为 真 数 . 特别 地 ,由 于 有 底数 换算 公式 
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( 换 底 公 式 )log,y 二 logsy /logsa ,所 以 可 将 底数 确定 为 统一 的 底 
” 数 , 并 已 约定 为 10( 相 应 对 数 叫 常用 对 数 ) 和 e( 相 应 对 数 叫 自然 
对 数 ). 当然 通常 还 要 求 底数 、 真 数 非 负 ,不 过 这 仅仅 是 从 实际 意 
义 来 作出 的 限制 罢了 ,并 不 具有 逻辑 的 实质 性 . 

至 此 可 说 ,在 极限 意义 下 加 、 乘 运算 已 被 深化 到 了 (实数 集 
上 ) 八 则 运算 . 不 过 将 看 到 ,这 里 的 “极限 还 只 是 运算 深化 的 “一 
种 ”情形 . 

同时 要 强调 ,上 述 八 则 运算 都 是 直接 建立 在 实数 集 上 的 ;这 
里 没有 讨论 复数 域 上 的 运算 ,关于 复数 及 三 角 函 数 等 的 讨论 留 
到 3. 5 节 . 

此 外 ,后 续 讨 论 到 的 运算 也 不 再 是 直接 建立 在 实数 集 上 
的 了 . 


1.6.2 后 两 则 :微分 .积分 运算 


传统 认为 ,算术 运算 就 是 前 八 则 . 近来 有 人 主张 把 微 积 分 运 
算法 则 也 归 入 算术 运算 法 则 , 共 十 则 . 我 们 说 从 某 种 意义 上 十 正 
确 的 ,但 并 非 完全 合理 ,所 以 只 能 作 有 条 件 地 赞同 . 

赞同 在 于 微 积 分 运算 主要 表现 为 一 套 法 则 的 应 用 ,就 像 前 
八 则 运算 一 样 十 分 方便 . 同时 它 的 形成 亦 跟前 八 则 运算 一 样 , 仍 
只 需 加 、 乘 和 极限 的 运用 即 可 得 到 . 再 则 , 微 积分 在 函数 的 分 析 
学 中 ( 见 下 两 节 ) 也 与 四 则 、 八 则 一 样 ,用 得 十 分 基本 和 普遍 . 

不 能 完全 赞同 的 地 方 在 于 前 八 则 是 直接 建立 在 R 上 的 运 
算 , 而 这 后 两 则 是 直接 建立 在 函数 上 的 运算 . 比如 对 于 函数 > 一 
f(z) ,其 导数 虽然 只 是 一 个 差 商 的 极限 : 
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y =limAY= ~— f(z) 


其 微分 只 表现 为 pi : 
dy=y dr=f (zx)dz 
但 注意 到 这 时 运算 的 直接 对 象 已 是 函数 而 不 是 实数 J 


至 于 其 积分 . 关于 不 定 积分 ( 求 原 函 数 ) f(x) 二 | dy , 它 是 


微分 的 逆 运 算 , 只 需 先 “ 猜 "出 一 个 原 函 数 ,再 用 微分 法 作 “ 还 原 
检验 ” 即 可 得 出 ;无 须 新 知识 ,不 必 讨 论 了 . 现在 看 看 定 积 分 ,如 
上 述 微分 式 在 区 间 [a,5] 上 的 积分 


A -| 
= | Foodz 


= lim >， PCrD)Ar (1-6-1) 
(mex{ Az} =0) i™=! 


可 知 , 尽 管 其 形式 有 些 繁杂 ,但 仔细 看 来 仍 只 是 乘 和 加 之 后 
再 求 个 极限 (极限 存在 ) 而 已. 可 是 也 要 注意 到 这 时 仍 只 是 直接 
对 函数 ( 见 下 节 ) 来 说 的 , 比 起 前 八 则 来 是 另 一 类 深化 情形 

总 之 , 虽 可 说 微 . 积 分 算式 也 是 四 则 运算 加 上 极限 运算 ,这 
尽 与 前 八 则 相仿 ,但 它们 建立 运算 的 “场所 ” 却 是 不 同 的 ,一 个 是 
实数 ,一 个 是 函数 

不 过 由 于 微 积分 概念 和 方法 运用 之 普遍 性 ,下面 到 处 都 全 
遇 到 它 , 所 以 把 微 积分 的 加 、 乘 实质 放 到 这 里 来 预先 叙述 ,也 是 
有 好 处 的 


。28 。 


赏析 一 ”加 、 乘 数学 与 客观 世界 


1.7 ”数学 自 算术 往 函 数 发 展 的 前 期 准备 


己 知 算术 (前 八 则 ) 运 算是 直接 建立 在 数 集 (具体 说 是 实数 
集 ) 上 的 ,或 说 是 直接 在 实数 集 上 进行 的 ,但 在 数学 中 “ 数 集 ” 仅 
仅 属于 基本 层次 ,算术 运算 也 仅仅 是 基本 运算 ( 数 的 运算 ). 而 数 
学 中 更 大 量 的 运算 尽管 也 属于 加 、 乘 运算 ,具有 加 、 乘 实质 ,但 已 
个 是 直接 建立 在 实数 集 上 的 了 ,而 是 由 这 种 “ 数 ” 集 经 过 一 次 其 
至 多 次 深化 后 的 抽象 集 了 . 统一 叫 这 些 抽象 集 为 函数 集 . 


1.7. 1 数学 的 深入 需要 一 层 层 的 “函数 ”台阶 


数学 既然 保持 了 加 、 乘 运算 的 实质 , 那 它 是 怎样 体现 数学 的 
深刻 性 呢 ? 

玄妙 之 处 正在 于 层 层 深入 的 函数 ( 集 ) 创造 . 或 者 说 数学 是 
牺牲 了 函数 层次 的 简单 性 (不 简单 ) 来 保住 了 运算 简单 性 的 . 抑 
或 说 数学 是 把 复杂 性 集中 到 了 各 层 函 数 的 构建 ,而 保住 了 各 层 ， 
上 加 、 乘 运算 简单 性 的 . 但 它 为 什么 要 这 样 呢 ? 这 里 拟 从 如 下 两 
个 方面 作 一 简要 解释 . 

(1) 皆 知 ,数学 是 研究 整个 客观 世界 的 (包括 物质 的 、 社 会 的 
和 信息 的 ) 共 同 工 具 . 也 就 是 说 数学 不 仅仅 是 研究 物质 世界 的 自 
然 科学 工具 ,还 是 研究 社会 科学 包括 人 的 精神 世界 (表现 为 人 
文 ) 的 工具 . 固然 , 它 作为 研究 物质 世界 的 工具 是 最 为 典型 的 , 正 
如 件 利 上 略 所 说 ,“ 自 然 之 书 ,数学 写成 . ” 那 是 因为 数学 中 的 数 , 直 
接 来 自 自 然 ;数学 的 坐标 系 ( 见 下 段 ) 直 接 反 映 的 是 物质 (局 部 ) ” 
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空间 (或 其 维 数 的 推广 ). 这 些 也 都 是 数学 中 实数 集 的 客观 基础 ， 
因此 相对 说 来 数学 在 反映 物质 世界 上 是 更 为 直接 的 ,因而 更 容 
易 提高 精度 . 

但 是 ,对 社会 系统 ,精神 世界 和 人 文 对 象 的 描述 ,就 不 那么 
容易 了 . 直观 亦 可 见 , 要 把 社会 事物 或 精神 对 象 反映 成 数 或 反映 
到 数学 坐标 系 中 来 ,显然 不 是 那么 直接 的 了 ,而 且 也 不 是 容易 提 
高 精度 的 . 因此 为 了 提高 精度 ,也 为 了 运算 的 简便 ,有 必要 在 数 
集 之 上 建立 新 的 (往往 是 更 抽象 的 )“ 数 集 ” 

(2) 在 数学 内 部 ,特别 是 纯 数学 中 ,常常 需要 探讨 更 为 深刻 
的 问题 ,但 这 不 是 直接 站 在 实数 这 一 台阶 上 即 可 “ 够 得 着 ”的 . 这 
时 需要 创造 一 个 .两 个 ,甚至 多 个 台阶 才 行 . 那么 我 们 说 这 些 “ 台 
阶 ” 就 是 起 自 实数 却 又 升 离 了 实数 的 ,经 过 了 一 层 层 抽象 的 “ 数 
集 ”. 它 能 使 得 在 最 后 一 层 人 台阶 的 “ 数 集 * 上 做 加 、 乘 运算 , 即 可 解 
决 问 题 了 . 

当然 这 些 “台阶 ”的 建立 可 不 是 容易 的 ,数学 的 创造 往往 表 
现在 这 些 地 方 . 不 过 这 不 是 我 们 这 里 要 正面 讨论 的 . 

回 到 我 们 的 “ 合 阶 ” 论 之 后 ,我 们 的 任务 不 必 去 分 辨 各 台阶 
上 的 “ 数 集 ”, 只 需 笼 统 地 将 这 些 台 阶 上 的 “变数 ”叫做 “函数 ”来 
讨论 即 可 . 


1.7.2 坐标 系 :承载 函数 概念 的 伟大 发 明 


知 问 什么 是 函数 ?人 们 都 会 正确 地 说 ,函数 是 由 自 变量 经 

一 定 的 法 则 表现 出 来 的 变数 ( 因 变量 ). 比如 按 指数 法 则 (指数 

式 ) 表 出 的 函数 y 二 a™(a 为 常数 ,z 为 自 变量 ) 叫 做 指数 函数 ; 按 
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对 数 法 则 (对 数 式 ) 表 出 的 函数 > 一 In z 叫做 对 数 函 数 (自然 对 
数 ) 等 . 它们 似乎 与 坐标 系 没 多 大 关系 ,其 实 不 然 . 即使 函数 " 概 
念 也 只 是 在 坐标 系 发 明之 后 ,在 坐标 系 中 接受 启发 之 下 才 产 生 
出 来 的 . 包括 来 自 算术 法 则 的 简单 的 指数 函数 .对 数 函 数 都 是 这 
样 的 . 

由 此 可 见 坐 标 系 的 发 明 对 于 函数 的 研究 是 何等 重要 了 

( 注 :虽然 从 总 体 上 说 ,数学 是 发 现 而 不 是 发 明 , 但 不 能 不 看 
到 ,数学 在 发 现 的 道路 上 遍布 着 发 明 . 为 了 发 现 也 需要 发 明 , 坐 
标 系 的 产生 即 属 一 种 发 明 . ) 

的 确 ， 外 
就 没有 函数 、 就 没有 分 析 学 甚至 没有 现代 数学 

当然 ,历史 唯物 主义 地 说 来 ,也 不 可 能 到 今天 还 没有 发 明 坐 
标 系 . 科学 上 任何 一 项 大 事件 的 发 生 都 是 有 其 时 代 性 的 ,是 随 着 
大 科学 的 整体 进程 而 必然 发 生 的 . 仅仅 是 发 生 在 张 三 身 上 还 是 
发 生 在 李 四 身 上 ， 人 
一 定 偶然 性 的 . 

在 今天 看 来 ,坐标 系 , 特 别 是 直角 坐标 系 十 分 直观 、 十 分 方 
便 , 谁 都 会 作 . 比如 ,任意 画 一 矢 , 其 上 任意 一 点 记 为 0, 于 其 正 例 
任 取 一 小 段 端点 记 为 1 即 得 到 一 个 一 维 坐 标 系 一 一 实数 轴 了 . 
也 叫 它 做 一 维 坐标 空间 (常常 简称 一 维 空间 ). 何其 简单 ! 但 是 
要 问 ,一 矢 何 意 ? 这 可 是 个 创造 了 . 为 何 0( 原 ) 点 可 以 任意 取 ? 
为 什么 只 要 在 0 的 正 侧 取 个 1( 或 在 其 负 侧 取 个 一 起 即 说 得 到 了 
一 个 一 维 空间 的 量化 表示 一 一 一 维 坐标 空间 了 ? 这 里 既 有 深刻 
的 哲理 ,又 有 多 种 技巧 和 创造 ,十 分 值得 玩味 ,请 读者 亲自 品尝 . 
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坐标 系 是 著名 数学 家 、 哲 学 家 笛 卡 尔 ( 及 。Descartes, 法 ， 
1596 一 1650) 于 1619 年 冬季 发 明 的 . 那 时 他 还 是 一 名 军官 ,由 于 
冬季 军训 少 , 有 时 间 静 下 来 整理 他 长 期 以 来 琢磨 的 一 个 数学 问 
题 一 一 把 初等 几何 代数 化 ,也 就 是 今天 的 解析 几何 学 . 忧 则 生 
梦 , 在 1619 年 11 月 10 日 晚上 , 币 卡 尔 连续 做 了 三 个 都 是 关于 
解析 几何 的 祥 梦 (也 因此 11 月 10 日 被 誉 为 解析 几何 生日 ). 值 
得 一 提 的 是 , 受 此 梦 的 局 发 他 创造 出 了 一 个 作为 创立 解析 几何 
学 工具 的 “坐标 系 ”. 更 值得 庆幸 的 是 ,这 一 坐标 系 不 仅 作为 得 力 
工具 而 创 生 了 解析 几何 学 ,更 加 成 为 整个 数学 的 共同 工具 和 基 
本 工具 . 

如 今 坐 标 系 从 概念 到 形式 都 得 到 了 长 足 发 展 . 

这 里 不 能 不 提 到 的 是 , 笛 卡 尔 不 只 是 一 位 数学 家 ,还 是 一 位 
蒋 赫 有 名 的 哲学 家 . 他 创立 了 第 卡尔 哲学 学 派 . 他 提出 了 一 个 使 
科学 与 哲学 产生 了 分 歧 的 ,也 是 促成 近代 自然 科学 基本 风格 的 
所 请 -区 卡尔 分 割 ” 第 卡尔 分 割 将 客观 世界 割裂 成 “精神 实体 ” 
与 “物质 实体 ”两 半 , 影 响 了 世界 科学 几 百 年 . 尽管 在 今天 看 来 它 
是 有 缺陷 的 (毕竟 只 是 一 种 技术 ,是 一 种 人 为 划分 ,并 非 客观 的 
原本 ) ,但 我 们 也 应 该 历史 地 承认 他 的 功绩 . 笛 卡 尔 的 一 句 名 言 
是 , “我 思 故 我 在 ”( 载 于 他 的 名 著 《 军 思 录 中 ), 这 是 他 的 精神 观 
的 体现 ， 

有 人 说 历史 上 的 科学 家 常常 是 集 数 、 理 、 哲 于 一 身 的 ,这 点 
在 笛 卡 尔 身上 也 体现 的 十 分 鲜明 . 

现在 来 归纳 一 下 坐标 系 之 于 数学 的 基本 意义 . 

概括 起 来 ,坐标 系 的 意义 主要 在 于 : 
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(1) 公 认 数 学 是 “ 数 ” 与 “ 形 ” 结 合 的 科学 ,那么 它 是 怎么 结合 
的 呢 ? 坐标 系 正 是 这 一 结合 的 媒介 . 因为 简单 说 来 ,“ 形 ” 即 空 
间 , 坐 标 系 描述 的 正 是 空间 (严格 说 是 局 部 空间 ,或 说 平 直 空 
间 ) ,而 且 是 带 有 度量 尺度 的 空间 . 这 一 来 ,把 任何 “ 形 ” 放 到 坐标 
系 中 都 成 为 可 度量 的 ,甚至 说 是 量化 了 的 . 

看 ,“ 数 ”和 “ 形 ” 在 这 时 结合 的 多 妙 ! 

(2) 不 仅 如 此 ,这 一 “ 数 、 形 ”结合 的 更 为 深刻 之 处 还 在 于 , 它 
使 数学 变 “ 活 ”了 , 它 使 得 数 的 变化 过 程 能 在 坐标 系 中 展现 出 来 . 
由 此 才 有 了 函数 和 了 映射 概念 ,也 才 有 了 连续 数学 、 分 析 数 学 , 进 
而 一 发 不 可 收拾 地 发 展 成 了 光辉 的 现代 数学 . 因此 毫 不 夸张 地 
说 ,坐标 系 的 产生 成 了 数学 发 展 史上 一 大 转折 点 . 

(3) 若 再 要 问 , 数 学 之 “ 数 ?为 什么 一 定 要 跟 空 间 的 “ 形 ” 结 
合 ?“ 函 数 ” 的 概念 和 “分 析 ” 为 什么 必须 依靠 坐标 系 ? 这 是 个 更 
为 深刻 的 问题 ,也 更 有 趣味 . 不 过 这 里 不 拟 作 更 多 论述 ,只 需 指 
出 , 它 的 根本 在 于 ,统计 表明 80% 以 上 的 人 是 所 谓 “ 空 间 思 维 ” 型 
而 不 是 “符号 思维 ”型 . 因此 “函数 ”一 般 是 不 容易 直接 创 生 于 符 
号 关系 的 . : | 

事实 上 自 有 了 函数 概念 及 关于 函数 的 分 析 学 以 来 , 几 百 年 
的 实践 和 经 验 表明 ,尽管 种 种 繁杂 函数 的 表示 .推演 .运算 都 是 
符号 的 ,但 数学 家 脑子 里 呈现 的 却 是 一 幕 幕 的 图 像 ,很 少 直接 呈 
现 符 号 过 程 的 情景 . 之 所 以 说 愈 难 作出 空间 呈现 的 结论 (比如 多 
元 高 阶 方程 的 解 集结 构 ) 愈 难 获得 ,也 是 这 个 道理 . 

总 之 ,坐标 系 使 数 与 形 形 象 地 结合 起 来 了 ,坐标 系 真 正 共 网 
了 人 的 思维 , 坐标 系 可 谓 数学 中 函数 论 这 块 毛 铁 赖 以 锤炼 的 
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1. /.3 关于 集合 与 空间 概念 


对 于 集合 与 空间 这 两 个 术语 ,大 家 已 不 生 朴 . 但 为 日 后 进 一 
步 的 应 用 ,这 里 再 作 一 些 强调 . 

公认 ,集合 是 数学 中 最 为 基本 的 概念 . 而 空间 就 是 一 种 集 
合 . 即使 当 其 特别 指明 是 X Xx 空间 时 ,也 不 过 是 一 种 特殊 集合 而 
已 . 比如 前 面 提 到 过 的 线性 空间 即 可 说 成 是 其 中 元 素 满足 “加 、 
减 和 数 乘 (以 实数 乘 空间 中 元 素 ) 运 算 封 闭 ” 的 集合 . 

人 们 之 所 以 喜欢 叫 空间 而 不 一 律 叫 它 集合 ,是 因为 空间 一 
词 十 分 形象 ,容易 激发 起 人 们 的 形象 思维 .空间 思维 本 能 ,集合 
一 词 却 没 有 这 一 “功能 ”比如 一 说 到 空间 ,人 们 自然 会 联想 到 生 
活 中 习以为常 的 物理 空间 . 其 实 , 数 学 中 的 空间 概念 早已 不 只 是 
物理 空间 甚至 不 只 是 欧 几 里 得 空间 了 ;特别 是 现代 数学 更 多 涉 
及 的 是 诸如 非 欧 空间 ( 弯 空 间 )、 抽 象 空间 等 . 如 信息 空间 函数 
空间 等 都 属于 抽象 空间 ,它们 的 元 素 远 不 是 几何 点 ,甚至 是 连 物 


质 特征 都 没有 的 抽象 概念 . 可 是 ,人 们 还 是 喜欢 叫 它 空间 而 不 是 “ 


一 般 的 叫 它 集合 ,其 机 缘 也 许 只 能 归结 为 人 们 空间 思维 特征 地 
表现 了 . 、 
总 之 ,现代 数学 中 用 到 空间 一 词 的 时 候 比较 多 ,这 里 做 统一 
说 明 想 必 是 有 益 的 . 加 

最 后 ,在 进入 到 下 面 函数 的 类 型 结构 和 函数 运算 中 的 加 、 乘 
实质 讨论 之 前 ,让 我 们 再 对 函数 概念 作出 进一步 认识 . 
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1.7.4 ”水 数 的 概念 认识 


: 已 知 ,函数 也 是 一 种 数 ,不 过 它 是 一 种 变数 (流行 叫 法 是 变 
量 ). 它 是 由 自 变 量 、 因 变量 及 其 对 应 规则 构成 的 ,一 般 形式 为 

y 王 了 (Zz), 可 取 xXED C( 包 含 于 )R ,D 为 xz 的 变 域 . 这 里 z 是 
自 变量 , 它 的 变 域 为 (具体 说 是 它 属 于 ) 实 数 集 ; y 是 因 变 量 ,又 
叫 Z 的 函数 ,可 记 其 值 域 为 了 也 记 工 = 让 CD); f 是 x 和 的 对 
应 规则 ,又 叫 映 射 方式 ,也 可 径直 表示 为 "一 y(z) . 

滑 数 , 当 其 不 强调 自 变 域 
D 演变 到 值 域 工 的 方式 (函数 
式 ) 而 只 强调 其 结果 时 , 叫 它 做 
映射 , 记 为 f : D 一 IT. 例如 图 
1-3, 其 中 图 像 曲线 f(x) 表示 
的 是 一 种 确定 的 映射 方式 , 而 
只 表 出 映射 首 - 尾 区 域 的 情形 
则 是 很 宽泛 的 ,其 间 可 以 有 很 多 种 具体 的 映射 方式 . 所 以 映射 的 

归结 起 来 ,关于 函数 可 有 如 下 认识 值得 强调 . 

(1) 上 函数 一 般 指 具 有 函数 式 的 映射 ,但 函数 与 映射 是 近 义 
的 ,通常 可 作 等 义 用 ; 

2) 函数 式 中 一 般 可 能 含有 多 种 文字 ,符号 , 它们 不 一 定 都 
征 平 等 的 变量 , 但 也 总 是 内 在 地 含有 自 变 量 ,其 他 的 叫做 参 变 


量 , 否 则 不 叫 函数 式 ;比如 力学 公式 F 一 ma, 厂 一 二 mV 等 ,第 二 
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个 表达 式 当 其 作 计量 测试 时 不 是 函 数 式 , 当 其 作 变 动 关系 讨论 
时 即 为 函数 式 , 从 而 相对 地 有 其 自 变量 、 因 变量 ; 

《3) 基 本 函数 一 般 是 实数 集 上 经 过 映射 升华 成 的 ( 变 )* 数 ” 
进一步 还 将 看 到 , 随 着 数学 的 发 展 将 有 越 来 越 多 、 越 来 越 复 杂 的 
消 数 ,它们 是 经 过 多 层 映 射 升华 成 的 ( 变 )“ 数 ”, 但 其 中 加 、 乘 基 
本 运算 实质 却 不 变 . 


1.8 ”水 数 :分 类 及 各 类 的 加 、 乘 运算 实质 


从 总 体 来 说 ,可 根据 函数 的 形式 和 函数 在 加 、 乘 运算 上 表现 
出 的 特征 ,将 函数 分 为 初等 函数 ,特殊 函数 和 抽象 函数 等 三 
大 类 . 

下 面 分 别 对 三 大 类 作出 讨论 . 


1. 8. 1 初等 函数 及 其 加 、 乘 实质 


初等 函数 被 定义 为 基本 初等 函数 经 过 有 限 次 加 、 乘 四 则 运 
算 而 成 的 函数 式 . 

所 请 基本 初等 函数 ,包括 算术 的 加 、 乘 四 则 构成 的 函数 式 
(也 叫 代数 函数 式 ) ;过 函数 式 (包括 乘 方 . 开 方 , 亦 即 指数 为 有 理 
数 、 底 数 为 实 变量 的 函数 ) ;指数 函数 式 ( 指 数 为 实 变量 者 ); 对 数 
函数 式 ( 真 数 为 实 变量 者 ); 三 角 函 数 式 等 . 简单 说 来 即 算术 八 则 
运算 下 对 应 的 函数 和 三 角 函 数 一 起 叫做 基本 初等 函数 . 因此 这 
主 只 需 讨 论 一 下 三 角 函 数 的 加 、 乘 实质 即 可 . 

天 于 三 角 函 数 的 加 \ 乘 实质 ,又 只 需 注 意 到 基本 的 三 角 函 数 
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sin 9,cos 90, 及 tan9 的 几何 定义 式 即 明白 了 . 例如 图 1-4 中 即 有 
sin 0 一 才 K cos 0= 和， tan 0 一 4 等 . 

特别 地 , 反 三 角 函 数 也 一 样 有 加 、 乘 四 则 
实质 . 比如 设 sin9 二 x, 则 已 知 其 反 函 数 为 
sin 1z 一 0, 但 这 时 0 的 单位 制 只 能 取 弧 度 制 | 
才 行 .为 什么 ?因为 只 有 取 弧 度 制 时 才能 与 1 
z 具有 同一 坐标 系 下 的 ( 实 为 长 度 的 ) 等 价 度 


量 ,也 才能 参与 同一 式 中 的 运算 . 那么 根据 弧 
度 制 的 换算 公式 : 


p( 度 ) 二 TS 一 9( 弧 度 ) 《1-8-1) 


可 见 ,问题 还 是 归 为 四 则 运算 了 . 

顺便 指出 ,初等 几何 学 中 的 运算 ,仍然 是 建立 在 加 、 乘 四 则 
运算 上 的 . 这 是 因为 它们 的 定义 皆 可 用 四 则 运算 表 出 ,但 根本 上 
说 来 ,数学 的 一 切 成 果 最 终 都 可 以 归结 为 由 其 定义 推出 ,初等 几 
何 当然 也 不 例外 ,所 以 如 是 说 . 这 时 比如 在 平面 几何 学 中 ,平行 
线 是 由 其 所 谓 “ 同 位 角 ” 相 等 ( 差 等 于 0) 来 定义 的 ;三 角形 间 关 系 
是 由 其 对 应 边 、 角 间 的 “ 比 ” 和 “等 ”关系 来 确定 的 ; 圆 内 弧 、 弦 、 角 
间 关 系 可 归 为 弧度 运算 和 直角 三 角形 内 的 运算 来 表 出 ;至 于 直 
角 三 角形 内 的 运算 ,包括 “ 勾 股 式 ” 和 三 角 函 数 式 (已 谈 到 ) , 皆 系 
四 则 式 表 出 的 . 因此 由 它们 作出 的 演算 免不了 仍然 具有 四 则 
实质 . 

至 此 ,初等 数学 中 几何 学 ,三 角 学 都 讲 到 了 ,只 剩 下 代数 学 
了 . 这 点 更 是 容易 的 ( 见 下 节 ). : 
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特别 指出 ,一般 说 来 上 述 函 数 都 可 以 作 所 谓 “ 级 数 ”( 无 穷 阶 
多 项 式 ) 展 开 , 因 此 说 上 述 函数 在 级 数 (强调 性 地 叫做 无 穷 级 数 ) 
的 意义 下 都 是 可 以 互相 “沟通 ”的 . 


1.8.2 特殊 函数 及 其 加 、 乘 运算 实质 


特殊 函数 又 叫 高 等 超越 函数 ,这 类 函数 的 一 个 基本 特点 是 ， 
它们 些 系 建立 在 种 种 函数 方程 的 解 基础 上 的 . 或 说 它们 都 是 作 
为 不 同 函 数 方程 解 的 形式 或 解 的 理论 而 产生 的 . 

一 个 函数 , 令 其 等 于 0 或 等 于 一 个 常数 时 , 即 成 为 一 个 
方程 . 

已 说 过 根据 方程 解 的 特征 ,方程 可 分 为 数值 方程 和 函数 方 
程 两 大 类 . 顾名思义 ,具有 离散 数值 解 的 方程 叫做 数值 方程 ,这 
类 方程 的 主体 是 代数 方程 (1. 4 节 ); 其 解 为 函数 的 方程 叫做 函数 
方程 . z 

一 切 方程 的 中 心 任务 都 一 样 , 那 就 是 围绕 着 一 个 “ 解 ”. 最 直 
接 的 是 求解 , 即 求 出 解 的 表达 式 来 . 若 困 难 , 则 探索 求解 的 方法 ， 
再 有 困难 则 转 而 做 出 解 的 理论 探索 ,诸如 做 出 解 的 存在 性 .唯一 
性 探索 , 解 的 分 析 性 质 探索 以 及 解 的 几何 性 质 探 索 等 . 已 知 , 显 
式 解 是 否 理论 性 存在 与 是 否 能 技术 性 地 表 ( 找 ) 出 来 ,不 是 一 
回 事 . 

当然 ,作为 特殊 函数 及 其 对 应 的 函数 方程 所 遇 到 的 ,自然 都 
个 是 一 些 简单 的 函数 . 具体 的 通常 有 所 谓 玉 函数 , 贝 塞 尔 函 数 ， 
切 比 雪夫 函数 ,椭圆 函数 , 超 几何 函数 等 ,也 包括 广义 函数 . 它们 
的 形式 都 不 是 在 这 里 可 以 简单 表述 清楚 的 . 它们 中 除了 已 见 到 
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过 的 极限 形式 、 级 数 形式 等 深化 层次 外 ,还 有 积分 形式 和 所 谓 高 
级 超越 函数 等 形式 . 但 不 管 怎样 ,它们 都 只 是 些 加 、 乘 四 则 或 其 
深化 形式 . 

总 之 ,特殊 函数 的 基本 结构 仍然 是 加 、 乘 四 则 运算 形成 的 . 
即使 说 到 的 上 述 特殊 形式 ,不 过 是 增加 了 一 些 深 化 层次 罢了 . 限 
于 本 书 的 宗旨 ,这 里 不 进一步 述说 了 . 


1.8.3 抽象 函数 及 其 加 、 乘 运算 实质 


根据 归 类 ,这 里 抽象 函数 是 在 分 析 学 意义 下 的 一 种 类 型 , 基 
本 上 包括 上 述 除 初等 函数 特殊 函数 以 外 的 所 有 函数 ,其 共同 特 
点 可 归 为 :@ 它们 一 般 都 是 来 自 一 些 新 的 抽象 概念 或 其 所 建立 
起 来 的 学 科 ;G) 它们 中 表现 出 的 一 般 都 是 宏观 映射 ,不 具有 统一 
的 函数 特征 . 

关于 抽象 函数 ,可 示例 性 举 出 如 下 4 类 . 

1. 算 子 映射 

算 子 来 自 *Operater” 一 词 ,表示 一 种 作用 . 其 实 算 子 也 是 一 
种 映射 ,只 不 过 在 算 子 理论 中 是 把 算 子 映射 作为 一 个 变 元 来 对 
待 ,具体 说 是 引进 一 个 专门 符号 ,在 一 个 新 的 层次 上 来 讨论 对 它 
的 运算 . 比如 微分 运算 ,积分 运算 皆 可 表示 成 一 个 独立 ( 算 子 ) 符 
号 的 关系 ,然后 只 对 符号 来 做 运算 ,这 样 会 得 到 很 多 方便 . 

例 “对 于 高 阶 (具体 取 2 阶 ) 常 微分 方程 


a 422 十 8 芝 十 < 一 0 Cl 


可 记 为 
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于 是 可 进一步 表 为 “ 算 子 方程 ”. 
p(D)y= 0 1 


其 中 D= 姜 = 了 叫做 微分 算 子 ,因此 pr(D) 叫做 微分 算 子 


DD 的 二 次 多 项 式 , 即 
; aD’? 十 5D1 十 cDe = aD? +6bD+e 

这 一 来 求解 常 微分 方程 (1-8-2) 的 问题 变 成 了 解 它 的 算 子 方程 
(1-8-3) 的 问题 了 ,而 后 者 是 代数 方程 ,一 般 比 微分 方程 求解 来 
得 容易 . 

这 谍 是 解 微分 方程 的 算 子 理论 和 算 子 方法 思想 的 发 端 . 不 
过 也 看 到 ,虽然 算 子 方程 比 原 微分 方程 简单 了 一 些 , 但 它 也 是 有 
代价 的 . 代价 就 是 又 提高 了 一 个 层次 ,因此 更 为 抽象 了 . 

由 此 说 明 , 算 子 理论 的 确 是 个 典型 的 在 新 的 抽象 层次 上 的 
(四 则 ) 运 算 形式 . 

同一 思想 下 ,还 可 有 积分 算 子 理论 及 其 方法 等 , 免 于 宛 叙 . 

算 子 思想 起 源 于 泛 函 分 析 领 域 . 它 是 在 所 谓 函 数 空间 上 进 
行 的 . 碍 于 它 的 抽象 层次 , 目前 较为 成 熟 的 只 是 所 谓 线性 算 子 ， 
即 满足 如 下 映射 关系 的 算 子 : 

Tl(ari+by) = Tlar)+ Tby) = aT(z) + 6T(y) 
(1-8-4) 

其 中 4a,bER , 即 a,b 为 常 系数 ;x,y EH ,H 是 以 一 般 对 象 (不 
一 定 是 数 ) 作 为 元 素 , 但 赋予 了 线性 性 的 所 谓 线性 空间 ( 见 1. 4. 2 
节 , 例 2). 


。40 。 


赏析 一 ”加 . 乘 数学 与 客观 世界 


式 (1-8-4) 容 易 验证 ,上 面 的 微分 算 子 .积分 算 子 都 是 线性 
算 子 . 

目前 数学 中 的 非 线 性 算 子 理论 虽然 还 在 艰难 地 跋涉 中 ,但 
作为 一 种 思想 特别 是 作为 概念 来 用 时 是 可 以 不 拘 于 线性 性 制约 
的 . 比如 社会 上 任何 一 项 政策 的 实施 、 任 何 一 个 信息 的 发 布 ,对 
于 它 的 对 象 空 间 一 一 接受 群体 来 说 , 即 是 一 个 个 算 子 ,至 于 它 是 
百 线 性 或 是 否 可 线性 化 , 仅 当 需要 时 才 值 得 进一步 去 考察 、 去 
“赋予 ” 它 . 

总 之 ,把 算 子 上 升 为 一 种 思想 去 观察 世界 ,也 是 一 种 数学 思 
维 , 久 之 即 会 使 我 们 产生 一 种 清新 感 , 不 是 吗 ? 试 试看 . 

2. 泛 函 映射 及 其 加 、 乘 运算 

沁 函 又 叫 泛 函数 ,其 特点 之 一 即 它 是 标量 性 的 ( 变 ) 数 . 

泛 函 概念 来 自 ” 泛 函 分 析 学 ” 简单 说 当 算 子 映射 成 的 ( 像 》 
值 不 是 向 量 ,不 是 空间 ,而 是 标量 时 ,此 即 泛 函 . 但 是 这 样 去 接受 
它 未 免 太 乏味 .了 ,也 不 利于 启发 我 们 的 思维 . 

我 们 主张 不 必 拘 泥 于 泛 函 的 算 子 认识 途径 , 而 是 把 它 上 升 
为 一 种 思想 用 到 实践 中 去 . 这 时 我 们 完全 可 以 看 到 , 泛 函 的 确 是 
名 实 相当 的 . 无 异乎 说 泛 函 就 是 泛 义 .广义 的 映射 . 比如 , 设 泛 函 
映射 为 下 , 它 把 对 象 空间 了 映 到 R 上 ( 映 成 实数 ), 记 为 F; Y->R 
这 一 泛 函 映射 的 " 泛 ? 就 在 于 : 

(1) 对 于 下 只 强调 其 映射 性 , 亦 即 可 以 没有 函数 表达 式 . 比 
如 一 场 文艺 表演 赛 中 评委 给 打分 ,就 可 以 看 做 是 一 种 泛 函 映射 . 
一 般 说 给 分 者 是 拿 不 出 一 个 给 分 “函数 式 ” 来 的 . 

(2) 对 映射 对 象 Y 的 要 求 也 是 宽泛 的 ,只 把 Y 看 做 是 一 个 空 
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间 一 一 元 素 构 成 的 集合 ,因此 它 可 以 不 是 由 数 构成 的 , 比如 每 一 
个 文艺 表演 节目 就 是 一 个 对 象 空 间 Y, 评 委 凭 借 他 的 感知 能 力 
对 Y 发 出 的 全 部 信息 (信息 空间 ) 作 “ 算 子 ”运算 , 即 产 生出 一 个 
( 泛 函 ) 映 射 值 . 至 于 这 一 映射 是 否 线性 、 空 间 Y 是 否 线性 , 当 理 ， 
论 需要 时 可 进一步 对 Y 和 下 (对 照 线 性 空间 知识 ) 作 理解 .认识 ， 
然后 决定 是 否 能 “赋予 它 以 线性 (又 叫 线性 化 ). 不 过 像 刚才 这 
样 在 生活 中 的 运用 则 用 不 着 多 此 一 举 (线性 化 ) 了 . 

《3) 作 为 泛 函 映射 ,不 能 “ 泛 ” 的 只 是 其 映 成 的 “ 像 * 必 须 是 
量 . 亦 即 可 以 为 变量 ,但 必须 是 标量 . 或 者 说 是 必须 映 到 实 轴 ( 在 
坐标 系 意义 下 ,实数 集 与 实 轴 等 价 ), 而 不 是 映 成 别 的 (高 维 ) 
空间 

以 上 仅 介绍 了 泛 函 映射 的 概念 ,指出 了 它 的 特征 ,想必 是 会 
有 用 的 . 但 为 了 切 题 ,还 必须 谈 到 它 的 运算 ， 这 可 就 简单 了 .为 此 
需要 回 到 数学 的 泛 函 分 析 中 去 . 

已 谈 及 ,数学 的 泛 函 分 析 中 , 目前 较为 成 熟 的 只 有 线性 泛 
函 . 非 线性 泛 函 尚 处 幼小 阶段 . 既然 是 线性 泛 函 ,所 作 的 是 线性 
运算 ,自然 属 加 、 乘 四 则 的 了 . 即使 能 用 公式 表 出 的 泛 函 表达 式 ， 
如 短程 线 问题 .最 速 降 线 问题 等 所 用 到 的 不 过 仍然 是 一 些 初等 
函数 和 微 积分 形式 罢了 . 

还 可 谈 到 的 是 张 量 分 析 , 又 叫 多 重 线性 泛 函 . 这 一 名 称 也 基 
本 上 显示 出 了 这 种 函数 的 结构 特征 . 它 是 线性 泛 函 的 一 种 很 有 
意义 的 推广 领域 和 学 科 分 支 . 它 在 诸如 典型 的 现代 分 析 学 、 宇宙 
空间 理论 .相对论 等 领域 ,都 处 在 基础 理论 的 地 位 . 但 它 的 结构 
和 运算 仍然 只 是 一 些 加、 乘 运算 和 微 积分 运算 , 仅仅 是 承载 其 运 
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算 的 台阶 高 一 点 而 已 ( 效 免 宛 述 ). 

3. 拓扑 映射 及 其 加 、 乘 运算 

关于 拓扑 学 的 概念 特别 是 一 般 拓 扑 学 在 (1. 2 节 ) 中 已 经 谈 
过 了 . 这 里 着 重 就 它们 的 加 、 乘 运算 实质 作 一 重点 考察 . 

首先 ,根据 拓扑 空间 定义 可 知 , 所 有 拓扑 空间 的 结构 中 皆 具 
有 并 (加 )、 交 ( 乘 ) 运 算 . 其 次 ,根据 拓扑 映射 的 连续 性 ,作为 映射 
函数 它 只 能 是 既 有 函数 中 的 一 个 子 类 ,再 根据 本 节 知 识 , 即 可 显 
见 拓扑 学 (具体 说 是 一 般 拓 扑 学 ) 的 加 、 乘 实质 了 . 

至 于 代数 拓扑 ,顾名思义 ,自然 是 以 代数 运算 (加 、 乘 四 则 ) 
为 特征 的 . 包括 它 的 前 身 组 合 拓扑 都 是 这 样 的 . 只 是 承载 运算 的 
“舞台 ”已 不 再 是 直接 的 实数 集 , 而 是 所 谓 单 形 、 复 形 、 链 群 .同调 
群 之 类 抽象 对 象 罢 了 (这 里 免 述 )， 

实际 上 产生 代数 拓扑 ( 实 为 其 前 身 组 合 拓扑 ) 的 问题 并 不 抽 
象 . 它 来 自 19 世纪 欧 拉 (IL。Euler, 瑞士 ,1707 一 1783) 的 图 形 三 
角 剖 分 和 凸 多 面体 的 棱 数 (e) 、 面 数 ( 了 ) ,顶点 数 (n) 间 关系 式 ( 欧 
拉 公 式 :n 十 f= 二 e 十 2) 的 发 现 以 及 (还 是 欧 拉 的 ) 哥 尼斯 堡 七 桥 问 
题 等 成 果 的 局 发 . 进一步 的 是 受 后 来 庞 加 莱 (H 。 Poincaré, 法 ， 
1854 一 1912) 的 图 形 “ 单 纯 形 (n 维 空间 中 十 1 个 独立 点 连 成 的 
多 面体 )” 剖 分 论 的 激发 . 

关于 微分 拓扑 . 微分 拓扑 的 “舞台 ” 则 是 流 形 ( 见 下 ) ,或 说 微 
分 拓扑 是 关于 流 形 上 微 积分 映射 的 理论 . 它 是 一 般 拓扑 的 连续 
映射 向 可 微 性 方向 的 推广 . 

所 谓 流 形 即 弯 空 间 . 其 存在 背景 即 宇宙 空间 和 高 速 运动 下 
的 空间 特征 等 所 谓 大 范围 问题 . 流 形 是 现代 数学 比如 现代 几何 、 
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现代 分 析 和 动力 系统 等 的 “舞台 ”, 也 是 现代 物理 学 、 现 代 天 文 
学 \ 天 体 物 理学 的 典型 “ 舞 合 ” 
首先 说 , 微 积分 的 加 、 乘 四 则 性 已 于 算术 十 则 中 得 到 讨论 . 
至 于 流 形 上 的 微 积分 ,不 过 化 为 所 谓 活动 标 架 ( 即 平 直 空间 坐标 
系 ) 下 坐标 变换 之 类 的 “四 则 ”刻画 而 已 . 其 中 一 个 关键 词 则 是 
纤维 从 "， 丛 ”中 一 条 条 “纤维 ”就 是 一 个 个 线性 空间 , 而 线性 空 
间 只 是 由 加 , 减 和 数 乘 四 则 运算 界定 的 ,由 此 可 知 微分 拓扑 学 的 
加 、 乘 实质 也 是 当然 的 了 . 
事实 上 由 1. 4 节 知 ,既然 代数 (四 则 运算 ) 是 整个 数学 的 基 
本 结构 之 一 ,自然 也 是 拓扑 学 中 的 基本 运算 了 . 
4. 符号 函数 及 其 运算 特征 
符号 函数 是 人 为 设置 的 以 一 些 特有 符号 表示 的 映射 ,比如 
有 8 函数 ,阶梯 函数 ( 记 为 [。]) ,绝对 值 函 数 (| 。| ) 以 及 数论 孙 
数 等 . 实际 上 每 一 函数 都 是 一 个 类 型 . 现 分 别 举 出 它们 的 一 个 定 
六 
Ox) = | 
U, 工 三 Q 
[zj]=rmn 人 rn 二 ln = 0,1,2,.. 


|z|= yp -1 We 


—XsT0 
符号 函数 有 如 下 特征 : 
(1) 它们 一 般 都 是 分 段 函 数 , 因 此 是 不 光滑 (不 可 微 ) 的 , 甚 
至 是 不 连续 的 . 
(2) 它们 不 是 为 了 更 精确 描述 客观 对 象 而 构造 的 ,只 是 为 了 
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人 为 地 凸 出 客观 事物 的 某 种 特征 如 突变 性 、 间 断 性 、 阶 梯 性 等 而 
构造 的 . 因而 说 符号 函数 也 是 一 种 (只 凸 出 事物 特征 的 )* 特 征 函 
数 ”. 

(3) 基于 上 述 特征 ,一 般 不 对 符号 函数 实行 运算 ,所 以 不 存 
在 其 加 、 乘 运算 讨论 问题 . 

(4) 正 出 于 符号 函数 的 分 段 性 ,一 般 函 数 构造 中 如 果 用 上 符 
号 函数 ,将 会 使 函数 回避 掉 分 段 形式 . 

(5) 符号 函数 不 是 初等 函数 ,也 不 是 超越 函数 ,根据 上 述 特 
征 , 它 应 该 是 一 类 特有 类 型 . 


1.9 客观 世 寞 中 加 、 乘 实质 


莱 布 尼 效 ( 德 ,1646 一 1716) 曾 经 把 《 易 经 》 誉 为 宇宙 i 代 数学. 
那么 是 否 还 有 诸如 宇宙 分 析 学 之 类 了 呢 ? 本 章 将 表明 有 了 代数 运 
算 这 点 已 经 够 了 . 代数 运算 关系 已 经 是 宇宙 的 最 为 基本 而 全 面 
的 演化 规律 了 . 可 见 《 易 经 》 之 伟大 . 

为 为 数学 摘 述 的 是 客观 世界 ,反映 的 是 客观 规律 . 那么 , 既 
然 数学 是 由 加 、 乘 构成 的 ,这 就 不 难 相 信 客 观 世 界 也 具有 “加 : 
乘 " 的 实质 了 . 

特别 地 ,本 节 还 可 从 另 一 角度 直接 得 出 客观 世界 的 加 、 乘 实 
质 , 以 达 殊途同归 效果 . 

具体 说 ,我 们 将 从 客观 世界 普遍 存在 的 “关系 ”出 发 ,通过 对 
关系 的 剖析 去 逐步 推出 其 加 、 乘 实质 来 . 
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1. 9. 1 关系 概念 剖析 


从 哲学 角度 来 说 ,客观 世界 任意 两 个 对 象 间 都 少不了 这 样 
或 那样 的 关系 ,无 穷 无 尽 , 诸 如 社会 关系 、 家 庭 关 系 ,物质 关系 、 
情感 关系 ,私人 关系 、 公 共 关 系 等 ,不 胜 枚 举 . 不 过 稍 作 抽象 , 提 
升 即 可 以 获得 简化 . 比如 从 系统 学 角度 可 将 其 提升 成 为 一 个 一 
般 的 “关系 ”, 概 念 如 下 ， 

一 个 关系 是 客观 世界 两 个 对 象 或 两 个 事物 ,在 某 种 意义 或 
某 个 目标 下 ,发 生 的 一 种 相互 作用 . 

具体 说 来 ,彼此 之 间 “ 相 互 作用 ”, 其 动因 来 自 共同 的 “ 目 
标 ” 其 作用 可 以 是 实在 的 ,也 可 以 是 抽象 的 . 比如 从 力学 角度 来 
说 ,作用 “ 力 ”( 向 量 ) 间 可 有 各 种 状态 ( 夹 角 ), 因 而 可 以 有 相反 
的 ,可 以 有 相 成 的 .可 以 有 既 相反 又 相 成 的 ,等 等 . 当然 也 可 以 有 
相互 平行 的 ,也 就 是 相互 独立 的 情形 . 

再 说 (社会 ) 生 活 中 常 把 关系 分 作 相关 和 无 关 两 类 . 对 于 “ 相 
关 ” 之 中 关系 的 强 弱 描述 ,只 有 定性 的 说 法 ,十 分 “模糊 ”, 政 待 量 
化 .对 于 “无 关 ” 系 指 :两 者 不 在 同一 目标 下 即 为 无 关 . 这 点 与 数 
学 中 的 “无 关 ” 概 念 是 完全 不 同 的 ,需要 特别 作 如 下 注意 . 

在 数学 中 ,关系 似 与 生活 中 的 一 样 ,也 分 作 相关 和 无 关 
两 类 ,但 已 说 过 二 者 在 概念 上 差异 是 很 大 的 . 即使 在 数学 中 
它 也 可 能 因 学 科 分 支 的 不 同 而 有 所 不 同 . 比如 在 代数 学 中 线 
”性 空间 意义 下 则 有 其 线性 相关 、 线 性 无 关 ( 线 性 独立 ) 概 念 . 

是 否 能 用 一 组 不 全 为 0 的 系数 把 该 组 向 量 组 合 为 0” 
来 界定 该 组 向 量 相关 还 是 无 关 的 . 又 如 ,在 函数 论 中 则 有 用 
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函数 式 表 出 的 线性 函数 关系 和 非 线性 函数 关系 (简称 线性 关 
系 、 非 线性 关系 ) 之 分 ,甚至 算 子 意义 下 的 线性 关系 与 非 线性 
关系 之 分 . 它 与 代数 学 中 线性 与 非 线性 的 描述 十 分 不 同 , 尽 
管 本 质 上 也 有 其 共通 性 . : 
特别 注意 到 ,代数 学 中 的 关系 系 指 元 素 间 直 接 的 一 种 关系 ， 
。 而 函数 论 中 的 关系 则 是 通过 “目标 ”而 产生 的 关系 . 当然 ,不 管 在 
代数 学 中 还 是 函数 论 中 ,所 说 的 关系 都 是 在 同一 坐标 系 (空间 ) 
内 来 说 的 . 这 也 等 价 于 系统 学 的 “在 同一 目标 下 ”的 说 法 . 但 这 些 
都 与 生活 中 的 说 法 (概念 )“ 无 非 空 交 ”是 完全 不 同 的 . 

总 之 ,在 这 里 我 们 应 分 辨 开 ( 生 活 中 的 ) 相 关 与 无 关 、( 代 数 
学 的 ) 线 性 相关 与 线性 无 关 、( 函 数 的 包括 算 子 的 ) 线 性 关系 与 非 
线性 关系 等 概念 的 差异 性 . 

本 节 所 要 讨论 的 是 函数 的 线性 关系 和 非 线性 关系 , 现 分 自 
述 出 . 


1.9.2 线性 关系 


仍 以 基本 的 两 个 对 象 来 讨论 . 这 时 函数 的 因 变量 ( 记 为 y) 就 

是 系统 的 目标 , 自 变量 ( 设 为 x , xs) 就 是 两 个 讨论 对 象 . 这 时 所 
谓 线性 关系 即 zx ,zs 相互 独立 .无 直接 关系 ,表现 为 它们 的 “ 力 ” 

是 彼此 平行 的 ,因此 它们 对 y 的 作用 是 彼此 独立 的 . 亦 即 其 中 任 
意 一 个 为 0 时 , 另 一 个 的 作用 及 其 效果 都 不 变 . 表现 在 函数 式 上 

即 为 
yy 一 C 十 azrl 十 pr， (1-9-1) 

其 中 a ,6 ,cER 可 正 可 负 ,a,b 分 别 表 zl ,zy 对 目标 y 的 贡献 率 


Mp 
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(为 正 ) 或 削弱 率 ( 为 负 ),c 是 y 的 存量 . 

显然 ,关于 多 个 元 素 间 的 线性 关系 ,不 难 直接 推广 得 到 . 比 
如 一 个 好 元 线性 关系 即 如 下 式 ， 不 再 解释 :y 一 c 十 ai 十 azz2 十 …… 
让 


特别 应 看 到 ,线性 关系 就 是 一 种 加 、 减 关系 . 
1.9.3 非 线性 关系 


客观 世界 表现 出 的 ,常常 以 非 线性 关系 为 主 ,线性 关系 常常 
只 是 其 中 经 简化 或 作 局 部 考虑 的 结果 . 进一步 观察 .研究 得 知 ， 
非 线 性 关系 可 分 竞争 与 合作 两 类 ,其 极端 情形 则 为 对 立 与 统一 . 

由 于 非 线 性 是 相对 于 线性 来 说 的 ,而 线性 就 是 一 种 “独立 ”， 
所 以 非 线 性 关系 是 “ 非 独立 ”的 ,因而 任意 二 元 素 间 非 线性 关系 ， 
个 管 是 竞争 还 是 合作 , 皆 应 表现 为 乘积 关系 . 因为 只 有 在 乘积 关 
系 中 才能 表现 出 非 独立 性 :缺失 其 中 任意 一 个 , 另 一 个 都 将 发 挥 
不 了 作用 . 

至 于 竞争 与 合作 的 具体 差异 ,可 分 别 来 谈 . 

1. 竞争 关系 

首先 考虑 为 什么 会 产生 竞争 ?我们 说 那 是 资源 的 稀缺 或 短 
缺 造成 的 . 具体 说 竞争 是 资源 稀缺 或 短缺 之 下 的 一 种 自然 地 配 
置 方式 . 因为 即使 稀缺 或 短缺 ,还 可 实行 人 为 的 “合理 ”分 配 而 避 
免 苑 争 . 实际 上 竞争 在 各 类 生物 群落 中 都 有 充分 表现 ,当然 也 会 
自然 地 进化 到 人 身上 来 . 

那么 ,在 数学 上 这 一 稀缺 或 短缺 和 竞争 怎么 表示 呢 ? 那 
就 是 
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azl 十 Brzy 一 太 (1-9-2) 
其 中 表示 有 限 的 资源 总 量 ,a、B6 叫 竞争 系数 ,满足 归 一 化 条 件 : 
a 十 Bp 二 1 ,它们 分 别 表示 zi 、z2 的 竞争 能 力 . 
再 结合 到 这 时 的 非 线性 关系 式 的 特征 ,可 用 函数 式 表 示 为 ; 
y= dzZxin ez (1-9-3) 
其 中 4d 表示 Zi、zz 共 同 对 目标 y 的 贡献 率 ,ri ,rz 分 别 表 示 zi 、x。 
在 页 献 中 的 投入 系数 ,数学 上 也 叫 对 数 权 , 经 济 学 上 叫做 弹性 系 
数 ,满足 ri 十 r; 二 1 . 再 在 式 (1-9-2) 中 解 出 zs 并 代入 (1-9-3)， 
整理 后 可 得 到 : 
y= do Xi" (ko — ZX1)" ,do = dar ,ko =k/B (1-9-4) 
则 结合 (1-9-2)、(1-9-4) 两 式 即 得 竞争 意义 下 的 函数 表达 式 了 . 
2. 合作 关系 
一 般 说 ,在 合作 关系 中 只 有 各 自 奉献 大 小 的 比例 性 限制 , 没 
有 式 (1-9-2) 的 约束 . 因而 合作 关系 就 只 有 式 (1-9-3) 形 式 . 它 最 
显著 特征 是 一 个 也 不 能 缺 ,否则 大 家 的 贡献 就 都 为 0 了 . 当然 ， 
当 两 者 皆 参 与 时 ,为 使 合作 效果 好 ,还 得 需要 二 者 的 合作 能 力 强 
( 即 a 大 ); 需要 zl zz 分 别 的 投入 量 合 理 , 即 需要 xr, : xr; 趋 于 最 
优 . 
特别 地 , 当 其 推广 到 nn 元 (zx;，xs，…，Zx,) 间 合作 关系 时 ,一 
” 般 的 表达 式 较 繁 ,这 里 只 作 一 简单 ( 免 去 投入 系数 ) 的 表示 , 那 
就 是 
y 一 5 »3 Se (1-9-65) 


2 一 ] k=1] 


其 中 ni 一 "| » 民 ] n 个 元 束 (2i T2299""° 9 x,) 中 取 i 个 元 素 的 组 合 
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数 , 其 组 合 为 Xi 
当然 ,n 个 元 素 间 的 竞争 关系 也 可 以 一 般 的 表 出 来 ,只 是 更 


1.9.4 一 般 情 形 讨 论 


1. 一 般 情形 

仍 以 x1 ,x 两 个 元 素来 讨论 . 显然 ,在 一 般 情 形 下 它们 既 存 
在 独立 贡献 ,同时 又 有 竞争 和 合作 . 因此 这 时 的 函数 式 右 端 原则 
上 就 是 式 (1-9-1)、(1-9-3) 右 端的 加 总 ,再 以 式 (1-9-2) 作 为 条 
件 来 表征 . 此 即 

y 三 Cc 十 azi 十 bxz 十 drt 你 ,满足 ari 十 Brs = 二. 

至 于 任意 元 情形 的 表示 就 免 了 . 

最 后 ,结合 到 本 章宗 旨 立 即 得 知 , 元 素 间 的 基本 关系 的 确 就 
是 加 、 乘 关系 , 仅 此 而 已 . 

2.“1 二 1” 与 2 的 关系 讨论 

系统 学 中 有 名 名言“1 十 1 之 2”. 当然 这 里 “1 十 1” 和 2 都 不 是 
数学 的 了 ,而 是 系统 学 特别 赋予 的 含义 . 比如 任意 系统 中 两 个 人 
(元 素 ) 在 一 定 意 义 (目标 ) 下 结合 起 来 的 效果 . 由 于 两 条 心 之 间 
可 能 出 现 上 述 多 种 状态 ,这 时 式 (1-9-1) 一 (1-9-4) 诸 情形 都 可 
能 发 生 ,其 中 所 有 参数 都 可 能 取 到 ,特别 还 有 可 取 负 值 的 参数 . 
因此 说 不 只 是 两 个 和 尚 抬 水 吃 的 问题 ,也 可 能 两 个 和 尚 挑 水 吃 、 
冯 水 吃 、 争 水 吃 等 都 可 能 发 生 . 因此 说 有 “1 十 1>> (= 或 二 ) 2” 多 
种 情形 . 这 些 都 应 该 是 本 节 讨 论 的 自然 结论 , 兹 免 宛 述 . 
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1.9.5 加 、 乘 让 客观 世界 从 简单 到 复杂 


已 经 看 到 ,客观 世界 是 各 种 层次 的 关系 编织 起 来 的 . 而 所 有 
关系 最 终归 结 为 两 两 对 象 间 的 基本 关系 ,但 基本 关系 在 本 章 最 
终 被 归结 为 加 \ 乘 关系 , 且 任 意 二 对 象 间 关系 都 是 这 些 加 、 乘 关 
系 侄 区 而 成 的 . 由 此 可 见 , 整 个 客观 世界 都 是 以 加 、 乘 关系 为 根 
本 生成 子 . 基 本 块 ,经 层 层 复合 ,又 加 、 递 加 而 成 的 . 

换 句 话说 ,最 为 复杂 的 客观 世界 系 由 最 为 简单 的 加 、 乘 运算 
繁衍 而 来 ,因此 说 这 也 是 章 首 提 到 的 圣 菲 研究 所 (SFD 提 出 的 
“从 简单 到 复杂 ”的 一 个 典型 实例 . 

从 简单 到 复杂 ,又 叫做 从 分 子 到 物质 ,从 细胞 到 肌体 、 从 小 
屋 到 城市 (cell to city ) ,这 一 理论 从 系统 科学 角度 揭示 出 ,客观 
世界 一 切 复杂 事物 都 是 从 其 特定 的 简单 事实 演变 而 来 的 . 

应 该 说 在 今天 的 科学 知识 水 平 下 ,这 已 是 个 很 容易 被 接受 
的 事实 了 . 

比如 ,咱们 今天 宇宙 天 体 的 形成 不 就 是 一 百 四 十 多 亿 年 前 ， 
一 次 桶 胀 生成 的 雾 状 体 中 “基本 粒子 ”", 凭 借 自己 享有 的 (十 .一 ) 
场 性 质 ,形成 彼此 间 对 偶 关 系 ( 亦 即 康德 的 “二 律 背 反 ”或 叫 “ 对 
立 统 一 ”关系 ), 从 而 产生 越 来 越 多 的 ,一 层 一 层 的 .不 完全 对 称 
的 结合 (此 即 “加 ”、“ 乘 ”) , 终 于 形成 万 紫 干 红 的 缤纷 世界 . 

从 这 一 意义 看 来 ,本 章 的 叙述 实质 上 就 是 从 数学 思维 出 发 ， 
将 "对立 统一 ”这 一 基本 定律 的 考察 转换 为 对 加 、 乘 关系 的 考察 ， 
最 后 殊途同归 ,得 出 了 客观 世界 的 同一 个 结构 描述 而 已 ， 
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1. 10 ”一 个 应 用 实例 ;经济 社会 中 的 “除法 ” 


曾经 有 过 一 种 说 法 ,“ 社 会 科学 中 没有 数学 ,经 济 学 中 也 只 

有 初等 数学 . ”这 一 结论 的 廖 误 性 在 今天 看 来 已 不 攻 自 破 . 比如 
会 学 中 的 社会 统计 学 也 已 向 着 数理 统计 学 深化 了 ,在 文献 ( 数 

学 及 其 认识 )( 施 普 林 格 出 版 社 -高 等 教育 出 版 社 ,2001 年 ) 中 谈 
到 “正如 19 世纪 与 20 世纪 数学 在 生物 学 中 的 差别 一 样 ,数学 在 
社会 科学 中 也 终 将 会 有 这 样 一 个 “ 翻 覆 的 一 天 . ” 

下 面 着 重 就 经 济 学 来 讨论 . 

根据 本 章 精神 ,既然 加 、 乘 充满 世界 ,经 济 学 中 自然 也 少 不 
了 初等 数学 ,只 是 它 不 仅仅 是 初等 数学 ,而 是 更 要 从 初等 数学 生 
发 出 越 来 越 高 深 的 数学 罢了 . 

本 节 将 表明 ,即使 一 个 平凡 的 除法 在 经 济 学 中 也 并 不 平 
凡 , 它 不 仅 在 经 济 学 中 被 发 展 、 推 广 得 淋漓 尽 致 ,还 往 纵深 发 
展 ,导致 十 分 深刻 的 系列 数学 的 创 生 ,以 致 不 仅 是 数学 支持 
了 经 济 学 ,经 济 实 践 也 为 数学 直接 作出 过 贡献 ,推动 过 数学 
的 前 进 . 我 们 将 看 到 ,数学 中 的 概率 统计 学 、 博 弈 论 、 集 值 映 
射 等 都 是 直接 发 端 于 经 济 学 或 经 济 生活 的 . 


1. 10. 1 一 个 宏观 结构 图 


除法 (a /6) ,在 经 济 学 和 经 济 生 活 中 可 以 从 “比例 ”和 “ 平 
均 ” 这 样 两 个 观点 去 看 待 ,从 而 分 别 生发 出 了 系列 新 概念 和 
新 内 容 , 其 基本 结构 关系 可 用 如 下 宏观 略图 来 表示 : 
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比 :中 位 是 1 
百分比 :中 位 是 100 
权重 比 : 归 1 的 
连 比 
定 比 ( 定 点 比 ) 
等 比 (数列 ): 乘 数 效应 
环比 
率 ; 同名 数 之 比 一 增长 率 、 利率、 收益 率 、 汇率 、… 
系数 , 异 名 数 之 比如 价格 ,投入 系数 (或 恩格尔 系数 , 基尼 系数 ) 等 
比 的 函数 化 一 一 有 理 式 … 
加 权 平 均 :调和 分 析 
滑动 平均 :时 序 分 析 
平均 的 概率 论 、 统 计 学 意义 : 抵消 随机 干扰 量 
平均 的 经 济 学 意义 : 均衡 .均衡 理论 
平均 的 数学 意义 “一 ”的 意义 … 
增 量 相 除 (人 Y /人 AXD: 边际 变化 率 .导数 
增长 率 相 除 ( 八 Y/Y) 二 (A 人 X /X): 弹 性 
平均 的 社会 学 意义 :平等 .Pareto 均衡 
下 面 分 别 作出 欣赏 / 
注 : 为 便于 叙述 , 除 特 别 声明 外 ,以 下 所 取 的 代表 数量 的 符 
号 皆 表 正 数 . 对 于 负数 容易 推广 认识 ,这 是 因为 对 于 负数 (一 a) 
只 和 需 将 “ 负 号 ”( 一 ) 看 做 系数 一 1 参与 运算 即 可 . 


1. 10.2 比例 意义 下 的 “ 除 ” 


比例 ;从 整体 意义 出 发 考察 除 式 (a /6) 的 分 子 (4a) 对 分 母 (5) 
的 倍数 关系 时 ,叫做 (a、b 之 间 ) 比 例 关 系 , 记 为 a =r ， 


除 (a /b) 
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在 比例 关系 上 又 生发 出 很 多 种 具体 的 概念 ,这 里 可 举 出 八 
种 来 . / 

(1) 售 数 比 . 由 于 比例 是 一 种 比较 ,而 比较 有 两 种 ; 赁 差 值 比 
较 差 数 大 小 和 和 赁 商 值 比较 倍数 大 小 . 比例 则 属 后 一 种 ,所 以 直接 
地 叫 它 做 倍数 比 . 

倍数 比 的 “中 位 数 ” 是 1, 即 +=1 这 是 两 者 相等 .等 倍 的 
情形 . 

换 句 话说 ,不 管 参与 比较 的 两 数 有 多 大 或 多 小 ,一 般 说 通过 
这 一 “ 比 ”, 即 使 得 它们 变 成 (也 叫 映射 成 ) 了 围绕 1 的 一 个 数 , 这 
时 仅 表征 它们 间 一 种 关系 . 

(2) 百分比 . 在 经 济 中 的 倍数 比 通常 的 比值 是 所 谓 “ 小 数 ”， 
比如 经 济 的 年 增长 率 、 存 款 利率 乃至 社会 犯罪 率 、 环 境 污染 率 等 
等 ,常常 都 是 在 小 数 点 两 位 内 ,诸如 我 国 经 济 平均 年 增长 率 为 
”0.09, 读 起 来 既 不 方便 又 容易 使 人 的 思想 变 得 狭窄 ,很 不 始 服 . 
于 是 前 人 创造 出 一 种 新 的 表述 法 :将 0.09X100 变 成 了 醒目 的 
整数 9, 可 是 这 一 来 让 原 数 白白 增 大 为 它 的 一 百倍 ,显然 不 合理 
但 要 再 除 以 100 又 回 到 了 原 数 ,怎么 办 呢 ? 于 是 前 人 又 创造 性 
地 用 了 一 个 符号 一 一 “%%” 来 表示 它 . 这 一 来 既 回 避 了 除 以 100 
的 烦恼 又 保证 了 原来 的 0. 09 值 不 变 , 成 为 9% 其 创造 性 实在 
是 妙 . 

过 去 说 数学 家 是 玩 符号 游戏 的 ,看 来 经 济 工作 者 们 也 玩 起 
符号 游戏 来 了 . 其 实 这 是 功 到 自 然 成 的 ,是 思想 .认识 到 位 之 后 
的 自然 表现 ,可 见 实践 出 真知 .实践 出 创造 . 

正 是 因为 实践 出 真知 .出 创造 ,在 这 一 “百分比 "思想 下 马上 
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又 推广 出 了 多 种 便利 、 适 用 的 形式 . 那 就 是 千 分 比 和 十 分 比 . 干 
分 比 记 为 “%o”, 这 也 是 人 们 已 经 熟悉 了 的 ,比如 说 我 国人 口 增长 
率 是 干 分 之 六 即 记 为 6%o. 十 分 比 就 是 通常 说 的 “分 成 ”, 比 如 说 
某 两 人 合伙 做 生意 对 半分 成 (5 : 5), 人 一 生 缺 点 优点 之 比 为 三 
七 开 (3 : 7) 就 算是 好 人 了 ,等 等 . 

(3) 权 重 比 . 对 于 a /bp 一 r, 上 面 是 把 注意 力 放 在 右 端 来 看 的 ， 
现在 把 注意 力 放 到 左 端 来 又 可 开发 出 新 内 容 了 . 比如 把 分 子 、 分 
母 作 平 等 看 待 即 是 一 种 . 

对 此 ,前 人 又 创造 出 一 个 新 的 记号 a b=a : 6 ,这 时 来 观察 
右 端 即 突出 了 二 者 “ 比 ” 的 关系 了 . 特别 地 ， 由 此 还 可 推广 到 多 个 
数 的 所 谓 “ 连 比 ” 情 形 ( 见 后 ). 

由 于 是 考察 其 “ 比 (r)”, 因 此 只 要 保持 7 的 意义 不 变 , 其 他 
的 都 是 自由 的 了 . 比如 人 们 想到 用 a 十 b 去 通 除 a 和 8 , 即 可 
变 为 | 

a 
-a+b QQ 十 B 

这 时 有 c 十 8=- lx.8 称 为 是 归 一 化 的 . 这 时 的 比 式 (1-10-1) 
叫做 权重 比 ; 叫 这 一 演化 过 程 做 权重 变换 . 顾名思义 , 权重 
(Weight) 表 示 各 量 在 相应 比较 关系 中 所 占 的 份额 

显然， 权重 变换 使 得 原本 可 以 任意 的 数 a、 b 都 被 映射 到 
[0,1] 区 间 上 去 作 考 察 了 . 

进一步 可 见 ， 权重 变换 还 可 运用 于 多 个 数 的 “ 连 比 ?情形 

(4) 连 比 . 已 谈 及 , 连 比 即 式 (1-10-1) 的 推广 , 即 多 个 数字 依 
一 定 顺序 作出 的 比例 关系 , 形 如 


一 CA (1-10-1) 
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dl ?as a, (1-10-2) 
显然 ,其 中 {ai} 若 有 公 因 子 则 可 以 约 掉 , 特 别 还 有 如 下 变换 . 


@ 归 一 化 比 . 如 果 式 (1-10-2) 中 a; 天 1 , 则 用 其 通 除 各 
项 ( 即 作 归 一 化 变换 ) 可 使 之 成 为 ( 归 一 化 的 ) 权 重 比 . 比如 在 经 
济 社会 中 用 到 连 比 时 ,常常 就 是 归 一 化 的 . 例如 说 某 企业 总 资产 
各 成 分 配 比 一 固定 资产 : 活动 资金 : 负债 : 债权 一 0.45 : 0. 15 : 
De ss. 

@ 环比 . 在 经 济 活动 中 也 需要 连续 将 后 一 期 的 某 一 指标 量 
与 前 一 期 的 作出 “ 比 ”, 这 样 依次 下 去 既 可 展示 出 每 相 邻 两 期 量 
间 比 较 , 还 可 观察 到 各 年 间 宏 观 总 体 特征 , 由 此 还 可 作出 深入 的 
理论 探讨 . | 

以 下 是 在 连 比 意义 下 的 几何 推广 

(5) 几 何 比 . 这 是 一 类 从 坐标 系 上 考察 数列 {4} 的 情形 . 诸如 
等 差 数列 、 调 和 数列 、 等 比 数列 和 定 比 分 点 理论 等 ,和 皆 属 于 这 一 
可 从 函数 图 像 上 去 作 研 究 的 数列 . 前 两 种 叫做 算术 数列 问题 ,后 
两 种 叫做 几何 数列 问题 . 这 里 着 重 谈 谈 后 两 种 情形 在 经 济 学 中 
的 应 用 . ) 

QO 等 比 数列 :又 叫 几 何 数列 , 它 是 连 比 的 又 一 推广 ， 

在 连 比 式 中 当 相 临 项 间 比 值 不 变 时 , 即 成 为 几何 数列 . 其 数 
列 求 和 即 为 等 比 级 数 ,或 叫 几何 级 数 . 它 在 经 济 学 中 的 应 用 较 
广 ,下 面 仅 举 几 例 来 谈 . 

例 1 现代 储蓄 业 一 般 用 所 谓 复 利 法 计算 利息 . 设 有 定期 存 
款 本 金 R, 年 利率 为 ,总 利息 为 了 ,存款 年 限 为 靖 , 记 总 存 额 尺 


。56 。 


赏析 一 ”加 、 乘 数学 与 客观 世界 


2Z7z, 则 不 难 算得 有 数列 
Z; 一 RCI 十 
I=2Z:—R=R{(1+7):—1},i=1, 2,.…， 
pee 
等 , 效 免 细 述 . 

例 2 “ 乘 数 效 应 ?是 经 济 学 特别 是 宏观 经 济 学 中 一 个 重要 
理论 , 它 深刻 揭示 了 诸如 投资 .消费 、 储 蕾 等 货币 市 场 的 运行 机 
制 和 经 济 规律 . 它 的 数学 模型 正好 是 一 个 等 比 级 数 . 例如 假设 有 
一 项 投资 尺 投 出 后 ,再 假设 人 们 收入 了 RR 后 以 aR 作为 储蓄 ,以 
(1 一 a)R 用 于 消费 支出 ,这 是 第 一 轮 . 为 醒目 ,假设 第 二 轮 仍然 
是 人 们 收入 了 (1 一 a)R 后 又 以 其 & 倍 , 即 a(1 一 a)R 作为 储 车 ， 
余下 的 1 一 a 倍 , 即 (1 一 a)?R 作为 消费 支出 .如 此 下 去 ,直至 货币 
完全 “用 尽 ” 这 在 数学 上 可 处 理 成 经 过 了 无 穷 轮 (货币 “用 尽 ” 后 
的 所 有 项 为 0, 不 受 影响 ). 

现在 问 ,由 RR 产生 的 全 社会 得 到 的 总 收入 (站 是 多 少 ? 由 RR 
产生 的 全 社会 银行 储蓄 额 (S) 是 多 少 ? 原来 这 都 是 等 比 数列 的 
求 和 ,因此 容易 算出 

Y= R{1+(—ao)+(—a) 二 +…|]=R.1l/ 

SS 一 RaLl 十 (1 一 oa) 十 (1 一 ao) 十 …] 一 民 
这 就 是 货币 市 场 的 “ 乘 数 效应 ”, 也 就 是 它 的 经 济 效应 ,十 分 

@ 定 比 . 又 叫 定点 比 , 诸 如 求 调 和 比 中 项 、 求 定 比分 点 等 即 
属 此 类 .: 这 里 仅 举 一 个 求 定 比分 点 与 经 济 活动 的 关系 . 那 就 是 
“黄金 分 割 ” 问 题 ,也 就 是 ”0. 618” 问 题 . 
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首先 说 ,黄金 分 割 问题 是 一 个 求 定 比分 点 的 问题 . 

设 有 全 长 为 a 的 线段 ,需要 于 其 上 寻找 一 点 其 长 为 ZQ&，, 使 得 
该 点 成 为 该 线段 的 定 比分 点 , 即 有 a : za 一 za : (a 一 Xa) 亦 即 
( 通 除 以 a) 有 1 :z=x : (1 一 x) ,从 而 有 Z 一 1 一 Z, 解 得 xz 一 
0. 618… 此 即 ,所 求 点 约 在 全 长 的 0. 618 倍 处 . 

要 说 的 是 ,“ 黄 金 分 割 ” 不 仅 有 其 悠久 辉 煌 的 历史 ,而 且 在 今 
大 的 经 济 社会 中 也 充当 着 重要 角色 . 

历史 上 , 早 在 公元 前 的 古 希腊 时 期 已 对 它 有 了 丰富 的 认识 . 
比如 证 希腊 女神 ,标准 美女 维 纳 斯 即 是 按 黄金 分 割 比 塑造 的 ;十 
典 门窗 、 地 砖 的 长 宽 比 都 是 按 黄金 分 割 的 . 这 里 特别 指出 ， 毕 达 
哥 拉 斯 曾 用 五 条 等 长 的 边 交织 成 的 “五 角 星 ” 作 为 他 的 会 徽 ,也 
征 对 黄金 分 割 的 崇拜 表现 .这 是 因为 五 角 星 中 各 个 节点 都 是 相 
交 于 此 的 所 有 线段 的 黄金 分 割 点 ， \ : 

几 干 年 来 ,科学 关于 黄金 分 割 的 兴趣 和 发 现 一 直 在 迭 进 着 . 
关于 黄金 分 割 的 知识 也 越 来 越 多 , 直到 20 世纪 上 半 叶 还 出 现 过 
以 黄金 分 割 ?命名 的 杂志 呢 . 

20 世纪 60、70 年 代 ,享誉 世界 的 数学 家 华罗庚 教授 在 全 国 
推广 的 优选 法 即 属 这 一 应 用 ， 因此 优选 法 又 叫做 “0. 618 法 ” 即 
使 在 当时 只 抓 “革命 ”不 促 生产 (尽管 口 号 还 是 “ 抓 革命 , 促 产 
生 ”) 的 形势 下 也 为 我 国 面临 崩 溃 的 经 济 作出 了 不 小 贡献 . 如 今 
“0. 618 法 在 优化 理论 和 方法 中 仍 继续 起 着 重要 作用 ,在 我 国 还 
有 关于 优选 法 统筹 法 与 经 济 数学 的 国 家 一 级 学 会 呐 . 

. 《6) 率 . 对 于 两 个 数 之 比 , 当 注 意 到 他 们 的 量 纲 时 ， 又 将 生发 
出 一 些 新 的 概念 ,“ 率 ” 即 是 其 中 的 一 种 . 率 一 一 两 个 同名 数 之 比 
。58 。 


赏析 一 ”加 、 乘 数学 与 客观 世界 


产生 的 不 名 数 叫 做 “ 率 ”( 至 于 两 个 异 名 数 之 比 产生 的 是 带 量 纲 
的 数 , 见 本 节 (7) 中 “ 度 ”) ,也 是 个 “百分比 ”. 

在 经 济 学 中 有 关 “ 率 ”的 概念 特别 多 ,诸如 : 

增长 率 一 一 分 作 平 均 增长 率 (AY/Y) 与 边际 增长 率 
(AY /AX) 两 种 ,其 中 Y=Y(X). 

利率 一 一 货币 的 价格 . 在 金融 经 济 中 随 着 金融 领域 .金融 市 
场 的 不 同 ,可 有 若干 不 同 的 利率 概念 ,比如 有 央行 颁布 的 利率 、 
投资 者 的 收益 率 .市场 的 风险 利率 、 国 际 货币 市 场 的 汇率 等 . 此 
外 ,在 社会 生活 中 也 有 很 多 “ 率 ” 概 念 ,诸如 犯罪 率 、 破 案 率 、 收 视 
率 、 失 业 率 ,问卷 调查 回收 率 ,支持 率 等 . 

注 :凡是 表征 社会 现象 的 量 , 一 般 都 用 率 、 百 分 比 ,而 很 少 用 
“绝对 数 ( 带 单位 制 的 数 )” 这 是 因为 “任何 好 的 社会 都 有 很 多 坏 
事 ;任何 差 的 社会 都 有 很 多 好 事 . ”因此 要 用 举例 这 样 的 “ 枚 举 ” 
方式 来 证 明 一 个 社会 的 好 、 坏 是 无 意义 的 ,只 有 用 百分比 、 率 来 
说 话 才 是 有 力 的 . : 

(7) 系 数 和 度 . 当 两 数 之 比 一 一 除 式 的 除数 和 被 除数 带 有 不 
同 单位 制 时 ,叫做 异 名 数 相 除 ,这 时 的 “单位 制 ? 不 可 能 被 <“ 约 ” 
掉 ,而 是 作为 一 种 “复合 单位 制 ”一 一 量 纲 而 存在 . 实践 中 把 这 种 
带 有 量 纲 的 商 数 叫做 系数 或 叫做 度 (算术 上 叫 它 做 复 名 数 ). 

如 社会 生活 中 的 速度 、 程 度 、 浓 度 、 知 名 度 等 即 是 “ 度 ”.“ 系 
数 ” 在 实际 中 应 用 也 十 分 宽泛 . 比如 在 经 济 生 活 中 ,价格 即 是 一 
种 系数 ;在 投入 - 产 出 分 析 中 投入 系数 阵 的 所 有 元 素 皆 为 系数 ; 
在 统计 学 中 也 有 “关联 系数 ” 在 层次 分 析 法 中 还 有 所 谓 “ 判 断 ” 
和 矩阵 系数 ,等 等 . 
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系数 概念 来 自 函 数 式 中 自 变量 的 乘 数 ， 又 叫 参数 、 参 变量 

等 . 比如 

f(z) 一 az 十 2 十 ee (1-10-3) 
其 中 ab\a 都 是 系数 . 在 实际 应 用 的 数学 模型 中 ,系数 不 仅 起 着 
效 量 调节 的 作用 ,还 肩负 着 量 纲 调节 的 作用 ， 从 而 完成 具体 量 
(市 量 纲 的 量 ) 的 映射 作用 . 比如 商品 z( 也 可 以 z 代表 其 具体 数 
量 ), 其 价格 为 p, 记 其 总 价值 为 v, 则 有 w=px ,可 见 系 数 少 这 时 
起 的 作用 是 能 将 物品 zx 转换 成 货币 v . 

(8) 函 数 比 . 以 上 考察 的 是 被 比 式 (分 子 a) 和 上 比 式 ( 分 母 5b) 
第 常数 的 情形 . 可 要 知道 这 里 的 常数 常常 只 是 具体 的 .暂时 的 、 
特殊 的 表示 ,或 说 只 是 运算 的 最 终结 果 ， 因此 说 即使 比 式 中 是 两 
数 之 比 ,我 们 也 应 该 看 到 它 仅 仅 是 一 般 函 数 比 式 的 特殊 情形 . 

换 句 话说 ,所 谓 a : 5b 原本 是 两 个 函数 a 二 a(zx) 二 a(xi yz， 
Tn) b= Bz)=6b(z1 Tr) 之 比 a(z) 心 (Z)， 甚 至 可 
能 他 俩 的 自 变量 也 不 一 定 相同 . 所 以 ,真正 的 通 有 意义 下 的 比 式 
应 该 是 分 式 ,或 者 说 有 理 式 和 函数 比 才 是 具有 通 有 意义 的 , 才 是 
它 的 数学 涵义 . 


1. 10. 3 平均 意义 下 的 “ 除 ” 


平均 一 一 在 分 式 a /5b 中 , 当 考 察 单个 分 母 所 对 应 的 分 子 量 - 
时 叫做 平均 ,也 就 是 “ 除 ”的 原意 . 不 过 ,既然 叫 它 平均 而 不 叫做 
除 是 有 它 特殊 含义 的 , 那 就 是 : @ 作为 “平均 ”, 其 分 子 a 可 以 是 
且 常 常 是 多 个 同 量 纲 的 数值 (统计 学 中 叫 它 做 样本 值 , 记 为 
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{x rz 之 和 , 即 有 3 -i ;@ 在 这 里 ,分 世 即 是 已 
被 确定 了 的 , 那 就 是 样本 个 数 n . 所 以 这 时 的 平均 值 ( 记 为 x ) 
则 为 

2 


醒 


C1-10-4) 


.下 ”一 一 


在 平均 意义 下 ,经 济 学 中 又 生发 出 了 越 来 越 多 的 新 概念 . 归结 起 
来 它 说 明了 ;平均 ,平等 以 及 等 的 概念 遍布 于 整个 客观 世界 ;在 
哪里 它 都 是 被 追求 的 标准 或 最 优 状 态 ,是 定量 分 析 、 理 论 研究 的 
核心 和 参照 . 这 里 仅 举 八条 供给 . 

(1) 加 权 平 均 , 

在 的 表达 式 中 可 以 合并 同类 项 , 并 作 简单 的 恒 等 变形 
即 有 

I 二 一 — 本 2 有 Bp, =%0 ea 20— =1] (1-10-5) 
这 时 叫 区 做 大 个 相 异样 本 数 的 加 权 平 均 . 其 中 权 向 量 6 = 
(2 ,加 入) 是 归 一 化 的 . 特别 当 一 关 时 , 即 成 为 权 系数 皆 相 
等 上 且 等 于 1 /nr 的 情形 . 

可 见 一 个 十 分 平凡 的 求 平均 问题 , 竟 被 引申 成 为 一 个 更 为 
深刻 的 加 权 平 均 问题 . 

这 里 * 权 ”作为 一 种 归 一 化 的 系数 ,又 成 了 一 个 新 的 理论 生 
长 点 . 比如 在 理论 上 发 展 出 了 “调和 理论 ”这 一 纯 数学 分 支 , 它 还 
是 科学 技术 上 当今 十 分 走红 的 “小 波 分 析 ” 的 理论 基础 ;在 应 用 
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上 不 仅 有 了 算术 权 . 几 何 权 概念 ,更 有 所 谓 “ 赋 权 原 理 ” 和 越 来 越 
多 的 赋 权 方法 ( 见 《 社 会 度量 学 原理 》 西 南 交通 大 学 出 版 社 ， 
2000 年 ,202-224)， 

(2) 滑 动 平 均 . 

对 于 数 轴 上 两 点 zi ,zs, 有 

X 一 让 ;十 (1 一 0 mgE [0,1] (1-10-6) 
其 中 z 叫做 zi,zz 间 以 9 为 滑动 参数 的 滑动 平均 . 这 里 指出 

@ 滑动 平均 就 是 加 权 平 均 思 想 的 一 种 引申 . 如 在 式 
(1-10-5) 中 当 =2 时 即 成 为 十 多 ==1 ,从 而 有 名 = 二 1 一 .这 
时 式 (1-10-5) 即 成 为 式 (1-10-6) 的 情形 了 . 

名 高 等 数学 中 ,在 表现 凸 函数 、 凹 函数 时 有 过 这 样 的 表述 . 
设 有 y= 二 及 (x) 和 y= f(x) 在 Lzi,zz]CR 上 , 取 X 一 bz 十 
(1 一 zs ,ge [0,1] 则 若 户 (z) 之 pm) 十 (1 一 0) (zs) , 称 
广 (z) 是 止 (向 上 凸 ) 函 数 ; 若 f2(x)<9fCzx1) 十 (1 一 0) f(z,) , 则 
叫 户 (z) 是 凸 ( 向 下 四 ) 函 数 . 这 里 即 充分 用 到 了 自 变 量 和 函数 
的 滑动 平均 表达 式 . 如 图 2-5. 

(3) 滑动 平均 的 推广 , 式 (1-10-6) 只 是 一 阶 的 滑动 平均 ,原则 
上 可 以 推广 到 任意 有 限 (4) 阶 的 情形 , 即 这 时 有 个 滑动 参数 
形 如 

z=Bx Bn 二 Or (1 > Os C0 
滑动 平均 概念 在 应 用 数学 中 还 是 有 一 席 之 地 的 ， 比如 它 在 “时 间 
序列 分 析 ” 这 一 运用 很 广 的 学 科 中 ,可 用 作 自 回归 模拟 模型 中 的 
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O | x 


图 2-5 
误差 调节 式 , 见 式 (1-10-8) (k 阶 自 回归 阶 滑动 平均 模型 ) 中 
的 右 端 . 


Zi 十 > Pi Tri = a — > 0 as; (1-10-8) 


(3) 平 均 的 概率 及 统计 学 意义 ， 消除 随机 干扰 

人 在 式 (1-10-4) 中 , 稍 作 变形 即 有 
nz 一 > T; 或 >) (Ez) 一 3 & 一 0( 实 则 :0) (1-10-9) 
可 见 样本 中 , Y ziE {z 虹 , 虽 不 是 “均值 并 ,但 也 是 围绕 着 它 的 只 
有 微小 浮动 的 一 个 量 . 比如 在 实践 中 特别 是 在 要 求 精细 的 科研 
实践 中 ,常常 对 同一 个 对 象 用 不 同 的 仪器 去 重复 度量 n 次 (或 同 
一 仪器 由 不 同 的 人 去 重复 度量 ,抑或 同一 仪器 不 同 的 时 间作 出 
的 重复 度量 都 将 如 此 ), 所 得 到 的 n 个 样本 都 是 不 同 的 ,但 也 只 
是 离 其 均值 不 远 的 小 差异 . 人 规律 的 , 叫 它们 
做 随机 干扰 量 . 


因此 说 式 (4-10-4) 中 的 冰 均 信 具 有 一 个 概率 或 统计 举 认 
义 , 那 就 是 能 抵消 随机 干扰 ,特别 在 式 中 当 n 取 co 时 ,随机 干扰 
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将 绝对 能 被 抵消 尽 . 

其 实 整个 统计 学 理论 不 过 就 是 围绕 着 样本 组 的 均值 展开 
的 . 可 见 一 个 平凡 的 求 均值 问题 并 不 平凡 . 

即使 求 概 率 的 概率 式 limaA (nz(N) 表 示 N 次 实验 中 事 
件 发 生 的 频率 ) 也 是 个 通过 “平均 ”来 求 得 “一 次 实验 中 事件 发 生 
的 可 能 性 大 小 ”的 . 

(4) 平 均 的 经 济 学 意义 ;均衡 . 

我 们 注意 到 ,从 经 济 生活 中 的 核算 到 经 济 学 中 的 各 种 理论 ， 
“均衡 "都 是 其 中 一 个 十 分 核心 的 概念 . 比如 在 微观 经 济 学 中 的 
局 部 均衡 (类 ) ,一 般 均衡 种 种 定价 理论 ,宏观 经 济 学 中 的 投资 - 
储蓄 均衡 .货币 市 场 均衡 总 供给 -总 需求 均衡 .国贸 均衡 等 ,不 
仅 本 身 是 在 研究 均衡 ,相应 理论 也 都 是 围绕 着 均衡 概念 来 建立 
的 . 以 至 于 可 以 说 整个 经 济 学 都 是 围绕 着 “均衡 "这 一 概念 来 建 
立 的 , 既 以 均衡 为 目标 ,也 以 均衡 为 参照 pelo 

这 是 因为 现实 的 均衡 就 是 其 效能 的 优化 状态 (表现 为 现实 
系统 上 的 效能 函数 的 导数 为 0) 之 故 . td 
非 均 衡 的 . 

事实 上 20 世纪 70 一 80 年 代 也 普 经 兴起 过 一 门 < 非 均衡 经 

济 学 ” 它 貌 似 更 合 实际 ,但 很 快 即 跌落 下 去 了 ,为 什么 昵 ? 原因 
之 一 就 是 均衡 一 均衡 点 均衡 状态 是 经 济 系统 “状态 空间 ”的 
非 平凡 点 ,对 它们 的 研究 才 具 有 典型 性 , 才 是 抓 住 了 “ 牛 耳 ”的 ; 
原因 之 二 是 对 “均衡 "这样 的 * 非 平凡 点 ”的 研究 具有 更 好 的 数学 
特征 ,因而 才 有 更 好 的 数学 工具 供 使 用 . 
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局 之 ,均衡 在 经 济 中 被 重视 ,不 是 个 技术 性 的 问题 ,而 是 有 
其 内 在 机 制 的 . 

《9) 平 均 的 数学 意义 :一 ” 

告知 ,数学 中 离 不 开 * 一 ”, 从 显 函 数 式 到 各 种 方程 力 至 不 等 
式 理论 ,都 是 如 此 . 以 致 可 说 离开 了 “==” 就 没有 了 数学 ,无 怪 世 
世代 代 都 有 人 歌颂 “=”, 赞 美 “=”. 这 说 明 “ 一 ”的 使 用 在 数学 中 

不 是 一 种 技术 ,手段 ,而 是 有 其 内 在 机 制 的 . 下 
表现 为 如 下 几 个 方面 ， 

WD 从 条 件 限制 来 讲 ,“==” 在 数学 中 意味 着 约束 . 比如 对 于 显 
负数 y 二 了 zi1,T3); 这 是 3 维 空间 中 的 一 个 2 维 曲面 , 若 限 制 y 
二 < 常数 ) 则 立刻 变 成 一 条 一 维 曲 线 了 . z 

地 从 几何 上 讲 ,“= 二 ”意味 着 一 种 降 维 作用 (降低 空间 维 数 ). 

比如 y== 了 f(z yx … yz ) 和 一 gCxriyzxey** ;ws) 是 两 个 
en n 一 1 维 
的 超 曲 面 了. 

广 如 ,frr 和 三 (riyzyzn)<c 都 是 保 
持 在 mm 维 曲面 上 进行 的 ,可 是 当 函 数 从 “=” 变 到 “<” 时 ,必定 经 
过 一 “这 时 立刻 产生 降 维 了 . 

“事实 上 “= 二” 的 降 维 性 A 一 件 
事 的 不 同 角度 的 观察 . z 

那么 ,数学 为 什么 要 在 降 维 ,约束 的 意义 下 ,在 更 低 维 的 空 
回来 钱 究 呢 ? 这 是 因为 数学 的 本 质 就 是 求解 ,而 求解 的 本 质 是 
寻找 “关系 ”中 的 “ 结 蒂 ”, 因 此 它 只 能 存在 于 被 约 减 后 的 室 间 内 
之 故 , 
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@ 在 数学 中 每 个 函数 在 “一 ”的 意义 下 都 有 着 一 大 类 不 同形 
式 的 函数 . 正 是 这 一 点 使 得 数学 有 着 丰富 的 以 恒 等 变形 为 特征 
的 逻辑 推演 

例 1 4= 0 十 4 一 2X2 一 1X4 一 2 一 2 十 2 =VI6 =.… 

例 2 sinz 一 2sin 广 zcos 了 xz 一 VI 一 CO 

1 
Vi 

图 从 逻辑 上 说 ,“ 一 ”具有 自 反 、 传 递 .对 称 这 “三 性 ”( 简 称 等 
价 性 ). 特别 地 ,“ 一 " 式 两 端 还 具有 必 充 性 . 

总 之 ,“ 二 ”的 含义 十 分 丰富 ,古往今来 人 们 对 “二 ”的 欣赏 不 
少 (进一步 的 欣赏 参见 5.2 节 ). 

(6) 增 量 的 平均 ;边际 变化 率 、 导 数 . 

例如 对 于 y 二 f(z) ,其 因 变量 增 量 被 自 变量 增 量 一 “平均 ” 
即 成 为 Ay /Ax . 这 在 经 济 学 上 叫做 边际 变化 率 , 即 在 自 变 量变 
到 zx 处 (边际 ) 时 , 若 再 增加 一 个 单位 量 ,所 对 应 的 y 的 增 量 叫做 


一 Sin x(2c0s 二 十 cos $7) es 


y 在 x 处 的 边际 变化 率 . 这 是 1838 年 由 经 济 数学 家 库 尔 诺 (法 ， hs 


1801 一 1877) 提 出 的 . 

显然 ,从 数学 来 说 如 果 y= 二 f(z) 可 导 , 则 其 边际 变化 率 就 是 
它 的 导数 . 因此 说 经 济 学 中 边际 变化 率 的 提出 ,实际 上 是 独立 地 
重新 发 现 了 微分 概念 . z 

由 于 微分 与 积分 是 挛 生 的 ,有 了 一 个 就 必 有 另 一 个 ,所 以 也 
膏 经 济 学 独立 发 现 了 微 积 分 概念 : 

里 然 库 尔 诺 时 期 离 微 积分 法 的 诞生 (17 世纪 ) 已 有 一 百 多 
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年 ,但 因为 该 时 期 微 积分 法 的 科学 地 位 还 处 在 争议 期 ( 微 积分 法 
科学 地 位 的 获得 的 关键 在 于 其 基础 理论 “极限 论 ” 的 建立 ,不 过 
那 已 是 19 世纪 70 年 代 的 事 了 ) ,所 以 当时 微 积分 学 的 影响 还 不 
是 那么 宽 、 深 ,致使 库 尔 诺 不 是 直接 应 用 微 积分 而 是 重新 发 现 
它 ,这 是 容易 理解 的 . 同时 这 件 事 也 再 次 说 明了 微 积分 原理 存在 
的 广泛 性 ,也 说 明了 经 济 学 发 展 之 深刻 性 . 


(7) 增 长 率 相 除 ( 人 > / 竺 ) :弹性 . 

Re 3 人 2 会 a. 这 只 是 经 
济 学 上 的 定义 , 它 也 具有 广泛 性 ， en 自 变量 的 指数 即 是 
弹性 系数 ,通常 也 叫做 指标 、 对 数 系数 等 . 

例如 ,对 于 有 名 的 柯 布 -道格拉斯 (C-D) 生 产 函 数 Q= LK 
(L、K 分 别 表 生产 要 素 、 劳 动 和 资金 ) , 按 弹性 系数 公式 即 不 难 算 
出 弹性 系数 是 a,B. 比如 有 


AQL _ circp 二 
下 


同 理 可 得 B. 

(8) 平 均 的 社会 学 意义 :平等 . 帕 累 托 均衡 . 

社会 史上 ,诸如 人 权 的 “等 ”, 包 括 其 概念 都 是 经 历 了 几 千 年 
的 斗争 才 获 得 的 , 却 在 今天 已 能 不 无 清晰 地 看 到 它 是 何等 的 合 
理 \ 正 确 . 因为 上 述 (1 至 7 段 ) 种 种 事实 已 充分 说 明 ,“ 等 ”就 是 客 
观 世 界 的 公平 点 平衡 点 、 准 心 . 

的 确 不 难看 出 ,比如 今天 的 社会 学 ,今天 的 政治 不 就 是 为 着 
一 个 “等 ” 吗 ? 
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不 过 ,这 里 没有 探讨 社会 学 和 政治 学 的 使 命 ,我 们 只 想 从 数 
学 和 经 济 学 角度 来 谈 谈 社会 学 中 的 公平 和 平等 , 那 就 是 帕 黑 托 
(Pareto) 均 衡 ， 

帕 累 托 均衡 理论 产生 于 20 世纪 初 西方 的 新 福利 经 济 学 ,大 
意 是 说 :在 作 资源 配置 时 ,如 果 达 到 其 中 任何 一 个 人 或 者 任何 一 
方 , 若 再 要 增加 自己 的 配置 量 ,都 将 有 别人 的 效益 (效用 ) 受 损 ， 
这 样 的 配置 状态 叫做 帕 累 托 均衡 ,又 叫 帕 累 托 最 优 . 

简单 说 在 作 资源 配置 时 有 两 类 均衡 ,一 类 是 数量 的 均衡 (人 
人 得 到 平均 数 ), 另 一 类 是 效益 (对 商家 ) 或 叫 效 用 (对 消费 者 ) 均 
衡 . 每 类 均衡 第 有 难 和 易 两 种 情形 , 那么 帕 累 托 则 分 别 研究 了 双 
方 在 数量 均衡 与 效用 均衡 间 的 四 种 组 合 情 形 ,得 出 实际 上 有 多 
种 情形 都 是 符合 帕 累 托 均衡 概念 的 . 可 见 其 均衡 概念 是 更 为 宽 
泛 的 , 叫 它 做 “次 均衡 ”. 

现在 来 个 简单 例子 ,一 个 旅游 团 在 出 发 疏 山 前 ,宾馆 发 给 每 
人 一 份 等 量 食品 ,这 是 一 种 数量 的 均衡 ,也 是 通常 说 的 均等 . 若 
这 时 其 中 一 位 食量 大 者 ( 甲 ) 拿 出 发 给 他 的 两 瓶 水 中 一 瓶 与 另 一 
位 食量 小 者 ( 乙 ) 自 愿 地 交换 一 块 面包 . 显然 这 时 甲 . 乙 的 效用 都 
提高 了 ,这 时 的 资源 配置 却 改 变 了 , 但 由 于 其 交换 是 自愿 的 , 则 
这 时 仍然 处 于 均衡 状态 . 不 过 这 时 的 均衡 已 不 同 于 最 初 的 数量 
均衡 而 是 一 种 效用 均衡 了 , 即 一 种 帕 累 托 均衡 

当然 , 若 交换 不 是 自愿 的 , 则 不 是 均衡 了 ,已 不 属于 任何 一 
种 均衡 类 型 

帕 累 托 均衡 概念 及 其 理论 现 已 被 广泛 运用 到 优化 理论 中 ， 
形成 了 其 中 十 分 有 用 的 “次 最 优 ?理论 和 最 佳 理 论 分 支 
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多 么 容易 、 多 么 平凡 啊 . 但 不 要 忘 了 ,可 以 说 整个 数学 都 是 建立 
在 公理 之 上 的 ,甚至 说 整个 科学 乃至 人 类 生活 、 社 会 文化 都 是 
建立 在 公理 之 上 的 . 这 不 是 答 人 听闻 ,只 是 人 类 迟 迟 才 意识 到 
这 点 罢了 ,尽管 说 早 在 两 千 多 年 前 就 已 创造 出 了 公理 化 方法 . 
无 怪 乎 人 们 只 是 在 近代 才 对 公理 的 研究 形成 一 门 “公理 学 
学 科 . 

在 今天 ,公理 思维 与 公理 化 意识 已 逐步 成 为 科学 工作 者 其 
至 一 般 知 识 分 子 的 基本 修养 ,已 经 文化 化 了 . 

本 讲 即 在 于 说 明 以 上 这 些 事实 . 我 们 将 基本 上 沿 着 公理 思 
想 在 数学 史 中 的 发 展 进 次 来 陈述 并 认识 之 ,以 与 读者 一 起 来 接 
受 它 潜移默化 的 感染 ,增进 我 们 的 公理 化 意识 . 
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为 了 引入 公理 概念 ,也 为 了 以 后 叙述 的 需要 ,这 里 首先 给 
出 几 个 相关 的 概念 . 


4.1.1 “三 定 "、 三 理 ” :: 


所 谓 “ 三 定 ” 即 定理 、 定 律 \, 定 义 , “三 理 ” 即 引 理 ,原理 、 公 
理 . 这 在 每 个 人 的 知识 生涯 中 都 是 不 可 少见 的 也 是 不 可 回避 的 
概念 . 因此 这 里 来 分 别 作 一 简 述 并 作 比 较 认识 . 

1. 定理 ,定律 ,定义 

定理 ,是 通过 逻辑 推理 而 得 到 的 结论 ,因而 是 在 逻辑 范畴 内 
具体 说 是 形式 逻辑 范畴 内 甚至 是 数理 逻辑 范畴 内 都 能 保证 其 成 
立 的 . 
“定律 , 则 是 经 观察 .实验 ,观测 或 度量 得 到 的 结论 ,因而 只 能 
在 直观 空间 比如 仪器 可 及 、 实 验 可 达 的 物理 世界 和 社会 生活 中 ， 
才能 保证 其 成 立 . 当 超 越 其 实验 、 观 测 的 客观 条 件 时 , 则 不 一 定 
成 立 了 . 如 牛顿 定律 ,在 相对 论 意义 下 即 受到 了 动摇 ,但 高 斯 基 
本 定理 (代数 学 ) , 柯 西 中 值 定理 (微分 学 ) 则 永远 是 正确 的 ,除非 
逻辑 空间 改变 了 . 而 逻辑 空间 是 由 宇宙 运行 决定 的 ,即使 相对 于 
人 类 的 “寿命 ”来 , 它 的 变化 也 是 十 分 微小 的 . 所 以 可 认为 逻辑 空 
间 是 不 变 的 . 之 所 以 说 定理 比 定律 来 得 严格 、 来 得 可 靠 , 也 是 从 
这 一 意义 来 讲 的 . 也 因为 如 此 ,定理 一 般 只 能 是 数学 中 逻辑 意义 
下 的 结论 ,定律 一 般 只 能 是 物理 学 或 社会 学 中 实验 .观测 意义 下 
。70 。 


赏析 二 ”公理 数学 与 公理 文化 


相对 于 “定理 、 定 律 都 是 根据 客观 规律 做 出 的 结论 ”这 点 来 ， 
定义 则 不 同 . 本 

定义 ,原则 上 它 是 主观 给 出 的 或 说 是 可 以 具有 主观 性 .主观 
偏好 的 . 尽管 一 般 说 来 下 定义 者 也 需要 观察 ,需要 尽量 做 到 客 
观 ,符合 实际 , 那 只 是 为 了 能 获得 更 多 人 接受 ,并 非 必然 ,并 非 逻 
_ 辑 对 他 的 绝对 要 求 . 事实 上 定义 可 分 做 两 大 类 ; 

一 类 叫做 描述 性 定义 ,包括 什么 叫 数学 ,什么 叫 物理 ,什么 
叫 社会 等 等 定义 都 是 描述 性 的 . 既然 叫 “ 描 述 性 ”, 站 在 哪 一 角度 
去 描述 它 都 不 为 错 . 比如 针对 “什么 是 数学 ”这 一 概念 据说 也 有 
两 百 多 个 定义 (当然 ,最 为 流行 的 只 有 一 个 , 即 “ 数 学 是 研究 数 与 
形 结合 的 形式 化 科学 ”). 这 就 说 明 即 使 作为 以 精确 著称 的 数学 
的 “定义 ”, 也 是 可 以 根据 个 人 偏好 去 给 的 , 足 可 见 其 主观 性 特 
征 了 . 

另 一 类 叫做 公理 性 定义 ,诸如 数学 中 从 加 、 乘 算法 到 微分 
法 ,积分 法 的 定义 都 是 公理 性 的 . 将 看 到 , 公理 性 定义 更 具有 其 
主观 特征 . 

顺便 说 一 句 ,一 般 说 来 一 个 定义 不 存在 错 与 不 错 的 问题 ,只 
存在 好 与 不 好 的 问题 ,别人 愿 不 愿 接受 或 接受 的 人 多 诊 的 问题 ， 
原因 就 在 于 定义 可 以 是 “公理 ”, 即 使 是 描述 性 定义 也 无 须要 求 
它 全 面 、 准 确 ,因为 在 定义 给 出 之 前 什么 是 全 面 、 准 确 都 还 说 不 
上 呢 . / 

还 要 谈 到 一 点 ,比如 公理 化 定义 中 ,不 仅 从 整体 看 来 定义 是 
公理 , 而 且 构 成 定义 的 (条 件 集 ) 也 是 一 些 公 理 ( 例 见 
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2. 1. 2 节 中 3). 

此 外 也 看 到 ,似乎 定理 是 凭 逻辑 在 描述 客观 对 象 , 定律 是 赁 
观测 在 描述 客观 对 象 ,定义 则 是 赁 认识 在 描述 客观 对 象 . 好 像 一 
个 比 一 个 的 条 件 要 求 弱 , 是 吗 ? 我 们 说 是 的 ,不 过 没 必要 作 这 样 
的 比较 ,因为 各 自 的 功能 和 用 处 不 一 样 . 

最 后 ,再 从 一 个 语言 格式 例句 来 看 看 三 个 概念 间 的 差异 性 ， 

“如 果 一 个 运动 体 的 路 程 函 数 二 阶 可 导 , 则 其 二 阶 导数 是 它 
的 加 速度 ”( 定 理 型 叙述 ); 

“如 果 运 动 体 的 路 程 函数 二 阶 可 导 , 该 二 阶 导数 叫做 它 的 加 
速度 ”( 定 义 型 叙述 ); 

“实验 得 知 ,运动 体 的 加 速度 等 于 它 的 路 程 函 数 的 二 阶 导 
数 ”《 定 律 型 叙述 ). 

它们 具体 的 差异 点 免 叙 (请 读者 指出 ). 

2. 引 理 、 原 理 、 公 理 
/ 原则 上 , 引 理 也 就 是 定理 ,只 是 从 规模 或 级 别 上 说 它 比 定理 

来 得 小 ,常常 只 是 圈 于 某 个 定理 的 或 说 是 作为 某 个 定理 的 子 定 
理 抑或 是 作为 某 个 定理 的 前 奏 来 提出 的 . 因此 引 理 常常 只 是 配 

合 定理 而 出 现 的 . 不 过 就 其 本 身 含义 来 说 它 就 是 个 定理 ,所 以 这 
里 即 不 多 说 了 . 

下 面 着 重 谈 谈 原理 . 

原理 一 词 的 本 义 是 指 一 个 对 象 或 现象 发 生 的 缘由 、 机 理 或 
基本 道理 ,是 回答 “为 什么 ”的 . 

但 是 ,原理 一 词 常常 被 引申 成 为 (常常 是 临时 指定 的 ) 一 个 
这 样 的 事实 ,可 描述 为 :任何 一 个 公认 的 客观 事实 或 客观 现象 ， 
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当 把 它 作为 说 话 , 行 文 或 论证 的 依据 时 ,都 叫做 原理 . 比如 “根据 
相对 论 原理 ,飞行 员 的 手表 会 变 慢 ”,“ 根 据 微分 原理 可 探知 一 个 
连续 函数 的 几何 特征 ”,“ 人 们 都 符合 一 个 “从众? 原 理 ”,“ 血 液 微 
循环 符合 一 个 潮汐 原理 ”等 . 可 见 一 个 理论 ,一 个 方法 ,一 个 心理 
现象 甚至 一 个 平凡 的 潮汐 现象 皆 可 以 被 作为 (引申 的 ) 原理 来 
运用 . 

又 如 数学 中 有 个 “ 箱 箱 原理 ”说 ;三 个 苹果 放 到 两 个 箱子 里 ， 
必然 至 少 有 一 个 箱子 里 的 苹果 多 于 一 个 . 一 般 的 则 说 ,n 件 物品 
放 到 n 一 1 个 箱子 里 , 必 至 少 有 一 个 箱子 里 多 于 一 件 物品 , 这 是 
个 十 分 明显 的 事实 ,因此 无 需 证 明 . 所 以 它 不 是 定理 ,但 却 很 重 
要 ,即使 在 深刻 的 现代 数学 中 也 扮演 着 十 分 基本 而 重要 的 角色 ， 
以 至 不 是 被 临时 取 作 原理 ,而 是 作为 专职 的 * 箱 箱 原理 " 放 在 于 
里 随时 准备 作为 原理 被 调用 

已 经 看 到 ,原理 的 本 义 和 引 申 意义 差别 是 比较 大 的 ,一 个 系 
指 事物 的 机 理 , 另 一 个 则 直接 指 事物 ,并 且 这 一 引申 意义 用 的 反 

倒 很 广 ,不 管 在 科技 中 还 是 生活 中 ,随时 都 可 能 用 到 本 文 用 到 
的 也 多 是 后 者 . 

至 于 公理 , 它 比 原理 更 要 来 得 广泛 且 平 凡 , 这 也 是 下 段 要 专 

门 谈 到 的 . 


2. 1,2 公理 及 其 系列 概念 


1. 公理 
公理 ,顾名思义 就 是 公共 遵守 的 道理 . 的 确 这 也 是 一 种 质朴 
的 定义 . 稍 作 理 性 的 定义 则 是 已 谈 到 的 ,公理 系 指 不 加 证 明 而 直 
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接 采用 的 事实 . 公理 的 特点 是 平凡 直观 .不 证 自明 ,容易 被 认为 
是 当然 的 事实 (不 过 将 看 到 ,后 者 不 是 本 质 的 ). 显然 ,如 果 是 新 
接触 公理 概念 者 或 对 此 还 没有 过 思考 的 人 , 一 定 会 感到 吃惊 一 
会 认为 这 太 容易 , 太 省 事 了 ,因而 它 一 定 是 个 很 粗糙 的 处 理 手 

段 , 以 至 会 对 “ 它 是 用 在 严密 数学 中 的 ”这 点 ,感到 难以 置信 . 一 
是 认为 如 此 平凡 的 事实 不 就 是 当然 的 吗 , 何 足 挂 齿 ? 不 值得 
一 提 ， 

但 本 章 将 表明 ,恰好 是 公理 手段 才 使 得 数学 变 得 严格 起 来 
不 仅 如 此 ,公理 也 使 得 整个 科学 和 整个 社会 生活 变 得 严谨 ,否则 
都 是 经 不 起 推 项 的 . 历史 上 不 管 是 否 意识 到 了 , 它 都 是 这 样 执行 
着 的 . 除非 你 的 理论 是 绝对 真理 ! 

换 句 话说 ,只 有 绝对 真理 才 是 不 需要 前 提 - 公理 假设 的 
但 人 类 至 今 还 没有 获得 过 绝对 真理 . 

实际 上 即使 在 人 们 没有 意识 到 公理 和 公理 手段 之 前 , 人们 
早已 在 < 上帝”( 自 然 规律 ) 那 只 “无 形 的 手 ”指引 下 ,无 意识 地 运 
用 着 这 一 手段 严密 地 做 着 自己 的 生活 ,实践 和 理论 了 . 反 过 来 也 
可 看 到 ,过 去 的 错误 好 多 也 正在 于 没有 意识 到 这 一 公理 手段 千 
成 的 . 这 应 该 是 在 读 完 本 章 后 的 自然 体会 ,这 里 即 暂 不 举例 了 . 

对 待 任 一 事物 ,有 意识 和 无 意识 之 下 的 效果 是 完全 不 同 的 
在 无 意识 之 下 凭借 的 只 是 自然 规律 ,而 在 有 意识 之 下 则 更 可 以 
加 上 一 个 主观 能 动 性 . 这 时 只 要 意识 正确 、 意 识 到 位 ,没有 偏差， 
至 少 偏差 不 大 时 ,都 会 必然 地 促进 其 沿 着 自然 规律 方向 更 快 
发 展 、。: / 

的 确 亦 将 看 到 ,数学 对 公理 的 意识 正体 现 了 这 一 点 . 
人 
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特别 地 ,通过 对 公理 的 这 一 过 程 的 讨论 ,也 企 望 我 们 能 在 事 
物 认识 的 “不 知 ~ 知之 一 认识 ~ 理解 > 意识 ”> 这 一 升华 过 程 中 ， 
完成 自己 还 没有 完成 的 阶 升 
2. 数学 中 哪些 是 公理 . 
pe 
遍 的 , 且 其 存在 形式 也 是 多 种 多 样 的 ,不 过 是 表现 为 运用 了 不 同 
的 术语 罢了 . 非 为 别 的 ,完全 是 语言 的 丰富 性 和 语言 表述 的 优美 
性 所 致 . 但 其 公理 的 实质 仍然 只 有 一 个 . 
比如 数学 中 随处 可 见 的 假设 . 设 、 条 件 .前 提 、 假 若 . 若 等 ,以 
及 所 有 被 “定义 ”的 事实 ,乃至 “ 记 ” 以 “符号 ”之 类 的 语言 和 术语 ， 
皆 不 难 检验 ,它们 都 是 满足 公理 定义 的 ,是 不 加 证 明 而 采用 的 
事实 . 
显然 这 里 说 的 “事实 ”, 可 以 是 一 个 完整 的 命题 ,也 可 以 是 一 
Re 它们 都 是 具有 公 
理 实质 的 “事实 ”, 所 以 它们 都 属于 公理 . 
总 之 ,一 旦 意识 到 了 “公理 ”, 即 可 看 出 ,原来 数学 中 具有 公 
理 实质 的 地 方 十 分 普遍 地 存在 着 . 
3. 数学 中 公理 用 在 哪里 
既然 说 数学 是 建立 在 公理 之 上 的 ,那么 具体 说 来 它 是 怎么 
体现 的 呢 ? 显然 它 应 该 表现 在 各 个 理论 陈述 部 分 的 前 提 条 件 上 
才 是 . 的 确 如 此 ,比如 在 定理 叙述 中 它 是 作为 定理 的 条 件 而 
出 现 . 
又 如 ,在 数学 模型 描述 客观 事物 ( 建 模 ) 时 它 是 作为 一 套 被 
命定 的 符号 系统 而 出 现 
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骨 如 ,在 一 个 篇 、 章 或 节 的 陈述 之 初 提 出 来 , 它 是 作为 相应 
理论 的 前 提 和 奠基 ,等 等 . 还 有 就 是 既成 的 公理 ,常常 也 被 作为 
原理 ,有 着 广泛 用 途 . 现 综合 地 略 举 几 例 以 示 之 . 

例 1 线性 空间 定义 

设 有 集合 XX 及 x ，y，xzEX ,再 设 数 乘 符号 。 ，VY a ,8 
E R( 实 数 集 ) , 若 满足 下 列 运算 定律 则 叫 X 做 线形 空间 . 

(1)z 十 y 二 y 十 x( 交 换 律 》 

(2) (Zz 十 y) 十 z= 二 Xx 十 (y 十 z) (结合 律 ) 

(3) 有 0EX,3z 二 OO 一 工 

(4) YXEX, 有 一 TEX,33z 二 (一 x)=0 

(5)a( ZX 十 y ) 一 az 十 ay( 第 一 分 配 律 ) 

(6) (a 十 6) Xx 二 ax 十 bx( 第 二 分 配 律 ) 

(Va (br)=(ab) x 

(8)R 中 有 单位 元 1, 满 足 1z 一 z 

根据 定义 的 描述 性 .公理 性 类 型 可 见 , 这 是 个 公理 性 定义 . 

第 知 ,线性 空间 对 应 的 是 一 套 理论 , 而 且 是 一 套 较为 成 熟 的 
理论 . 但 这 和 套 理论 所 建立 的 基础 一 一 线性 空间 , 却 是 定义 给 出 
的 ,也 就 是 人 们 赋予 的 ,也 是 “无 须 讲 道理 ?的 公理 . 而 且 构 成 这 
一 公理 的 仍然 是 一 组 公理 ,包括 为 定义 该 线性 空间 所 设 定 的 各 

种 符号 和 运算 定律 (1) 一 (8) 等 . 
” ， 例 2 牛顿 理论 和 相对 论 的 公理 

尽管 牛顿 曾 说 “我 不 需要 假说 ”, 那 只 是 当初 他 误 认 为 他 的 
理论 就 是 绝对 真理 了 . 事实 上 在 人 们 意识 到 公理 的 哲学 意义 的 
今天 ,特别 是 相对 论 诞生 之 后 ,一 目 了 然 了 . 原来 牛顿 理论 也 有 
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它 无 意识 之 下 的 公理 (前 提 ). 那 就 是 ， 

光速 不 变 ;绝对 时 间 ; 绝 对 空间 , 且 是 平 直 的 . 

相应 的 ,相对 论 的 公理 则 是 : 

光速 不 变 ; 相 对 时 间 ; 相 对 空间 , 且 是 弯 空 间 ( 流 形 ). 

例 3 阿 基 米 德 公理 和 选择 公理 

阿 基 米 德 公 理 : Ya,bER 必 jnEN, 3nla| 计 |5| 

选择 公理 :又 叫 可 数 公 理 . 在 一 族 集合 中 , 从 每 一 集合 任 选 
一 个 元 素 可 构成 一 个 新 集合 . 这 对 于 有 限 族 来 说 是 十 分 明显 的 
事实 , 却 在 无 穷 意义 下 ,特别 在 “所 有 集合 ?形成 的 无 穷 族 来 说 问 
题 就 及 烦 了 ,数学 至 今 还 没有 把 它 阅 清 楚 呐 ( 续 见 本 章 2. 8 节 ). 

4. 几 个 相关 概念 

围绕 着 “公理 ”这 一 中 心 概念 ,将 产生 系列 的 派生 概念 . 主 
要 有 : 

公理 组 一 一 一 套 理论 ,即使 一 个 定理 所 需要 的 公理 常常 不 
止 一 个 ,往往 是 多 个 ,那么 把 这 样 为 着 同一 理论 或 定理 的 一 组 公 
理 叫 做 公理 组 . / 

公理 化 一 一 表示 用 公理 思想 、 公 理 手 段 来 处 理 、 对 待 理论 的 
行为 和 过 程 ,叫做 公理 化 . 因此 在 应 用 中 对 公理 化 这 一 术语 常常 
用 的 较 多 . 

公理 系 一 一 系 指 满足 独立 性 、 相 容 性 、 完 备 性 等 “三 性 ”的 一 
个 公理 组 . 这 是 当前 公理 化 方法 和 公理 化 理论 的 最 高 形式 . 具体 
的 见 后 . 

公理 学 一 一 这 是 公理 化 思想 和 方法 发 展 到 现代 的 一 个 总 
称 , 亦 即 对 公理 作 理 论 研 究 的 过 程 和 内 容 的 总 称 . 包括 建立 公理 
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化 数学 分 支 , 创建 公理 集合 论 中 的 公理 系 ,以 及 对 公理 、 公 理化 
本 身 的 推广 ,研究 等 内 容 皆 属 公理 学 . 

公理 化 学 科 一 一 建立 在 一 套 公理 系 上 的 学 科 分 支 叫 做 公理 
化 学 科 . 最 早 的 ,具有 这 一 动机 的 ,有 如 《几何 原本 》( 见 下 节 ); 最 
近 的 ,被 认为 是 真正 公理 化 学 科 的 ,有 如 希 尔 伯 特 的 《几何 基 
础 ) 等 . 


2.2 ”公理 化 方法 的 创 生 故事 
2.2. 1 从 毕 达 哥 拉 斯 的 伟大 错误 谈 起 


毕 达 哥 拉 斯 (Pythagoras, 希 腊 ,公元 前 580 年 一 公元 前 500 
年 ) ,数学 家 . 不 过 古代 的 数学 家 常常 是 集 数 、 理 、 哲 于 一 身 的 ,这 
在 毕 氏 身上 表现 也 比较 明显 . 毕 氏 不 仅 对 算术 几何、 音乐 .天 文 
等 所 谓 “ 四 艺 ” 颇 有 贡献 ,而 且 对 文法 ,修辞 、 逻 辑 “ 三 科 ” 也 有 研 
究 , 并 且 在 他 办 的 学 校 中 还 开 出 了 这 上 七 门 课 . 同时 毕 氏 建立 的 学 
派 尚 带 一 定 的 宗教 色彩 ,这 也 是 一 种 哲学 特征 . 

毕 氏 在 数学 方面 的 贡献 不 少 ， 
比如 他 发 现 了 所 谓 “ 毕 达 哥 拉 斯 定 
理 ”( 又 叫 “ 勾 股 定理 ”“ 商 高 定 
理 ”, 见 中 国 《 周 骨 算 经 为 , 谈 到 过 
是 他 发 现 了 “黄金 分 割 ”, 因为 毕 氏 
学 派 曾 以 五 角 星 作为 其 会 徽 ,而 比 
如 由 五 条 相等 线段 交织 成 的 “ 正 五 2 
角 星 ”( 如 图 2 - 1) 上 每 一 交叉 点 都 是 相关 的 所 有 线段 的 “黄金 分 
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割 点 ”例如 图 2 - 1 中 B 点 既是 AC 上 的 黄金 分 割 点 ,同时 又 分 
别 是 AD、EF、EG 上 的 黄金 分 割 点 ,如 此 等 等 . 

不 过 毕 氏 对 数学 最 大 的 贡献 , 莫 过 于 他 的 “伟大 错误 ”及 其 
带 来 的 “伟大 效应 ”: 

碍 于 历史 的 局 限 性 , 当时 毕 氏 根据 实践 .经 验 和 直觉 ,错误 
地 认为 一 切 数 都 是 有 理 数 ,由 此 产生 了 数学 史上 第 一 个 迟 
论 一 一 “有 理 数 悖 论 ” 从 而 也 引起 了 数学 史上 第 一 次 革命 
事情 是 当 毕 氏 宣布 他 的 结论 后 不 久 , 即 由 自己 学 派 内 的 人 

发 现 :以 单位 长 1 为 边 的 正方 形 的 对 角 线 长 ( 记 为 V2 ) 不 是 有 理 

数 , 并 很 快 用 反 证 法 给 出 简单 证 明 . 此 即 设 V2 = g/p ,9 .p 互 
素 ,整理 可 得 2p? 二 q’ ,说 明 到 是 偶数 ,因而 gq 必 为 偶数 , 设 为 g 
二 2m , 则 又 有 产 二 2m* 从 而 p 亦 偶 , 与 gp 互 素 矛盾 了 ,证 毕 . 
也 因此 给 V2 起 名 为 无 理 数 . 

从 而 也 说 是 毕 氏 学 派发 现 了 无 理 数 . 

当然 这 也 戳穿 了 毕 氏 的 错误 ,使 毕 氏 十 分 难堪 . 最 初 毕 氏 还 
想 后 住 这 个 秘密 ,后 来 据说 是 被 一 个 叫 希 帕 苏 斯 的 成 员 泄 露出 
去 了 ,使 毕 氏 感到 很 恼火 ,为 此 还 处 置 了 希 帕 苏 斯 ,把 他 抛 到 海 
里 去 了 . 

但 不 管 怎样 , 正 是 毕 氏 的 “有 理 数 悖 论 ” 引 爆 了 数学 史上 的 
第 一 场 革命 ,因此 说 它 也 是 一 大 贡献 .一 个 伟大 错误 . 它 对 数学 
的 推进 主要 表现 为 

(1) 不 仅 使 数学 ,也 使 所 有 科学 家 受到 了 第 一 次 震动 ,认识 
到 科学 不 能 仅 凭 直观 和 经 验 , 科 学 家 开始 变 得 更 加 谨慎 起 来 ; 
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(2) 开始 创造 出 一 些 方法 来 保证 严谨 . 比如 所 创造 的 “ 穷 举 
法 ”, 在 数学 和 哲学 中 都 已 沿用 至 今 ; 

(3) 特别 地 , 它 促 成 了 公理 化 方法 的 诞生 . 具体 表现 在 嗣后 
的 4 几何 原本 》 中 . 


2.2.2 《几何 原本 ) 与 公理 方法 


1.《 几 何 原本 》 

《几何 原本 》 系 欧 几 里 得 所 著 . 欧 几 里 得 (Euclid) 约 为 公元 前 
三 百 多 年 的 人 ,其 生 卒 年 月 和 出 生地 点 皆 已 失 考 ,他 有 十 多 部 著 
作 , 其 中 以 第 五 部 (几何 原本 》(Elements) 最 为 辉煌 ， 对 数学 发 展 
影响 最 为 深远 , 书 中 除了 欧 氏 的 几何 成 果 外 还 从 几何 角度 创造 
性 地 整理 了 他 以 前 的 更 多 数学 成 果 , 也 包括 数论 ,代数 的 内 容 一 
共 13 卷 . 后 人 出 于 它 的 几何 特色 , 叫 它 做 《几何 原本 》 

《几何 原本 》 对 数学 历史 的 影响 可 说 是 绝无仅有 的 ,据说 历 
史上 《几何 原本 》 的 翻译 语种 和 出 版 发 行 量 堪 与 4 圣经 》 媳 美 . 其 
至 连 一 些 帝王 都 对 它 感 兴趣 . 

简单 说 来 4 几何 原本 》 具 有 以 下 几 大 贡献 

(1) 充分 吸取 了 毕 达 哥 拉 斯 的 教训 . 为 了 加 强 理论 的 严谨 
性 ,充分 运用 了 当时 已 创 生 的 逻辑 学 ,以 资 论证 . 

(2) 现代 数学 的 形式 也 基本 上 承继 着 4 几何 原本 》 中 的 论证 
形式 . 因此 说 是 4 几何 原本 》 开 启 了 现代 数学 形式 的 先河 . 

(3) 特别 地 , 欧 氏 为 了 该 书 论证 的 严谨 ,首创 了 数学 中 公理 
化 方法 ,从 此 为 整个 数学 论证 找到 了 一 个 非常 本 质 的 严谨 手段 . 

不 难 理解 , 创 生 公理 方法 的 思想 动机 来 自 对 毕 氏 错误 的 分 
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析 . 这 时 看 到 ,错误 常常 出 在 隐 和 星之 处 . 虽然 一 般 说 隐 星 之 处 可 
能 (也 只 能 ) 靠 逻辑 去 达到 ,但 是 当 隐 了 星 的 层次 达到 某 种 程度 时 ， 
即使 依靠 逻辑 也 是 不 可 能 绝对 成 功 的 ,甚至 容易 陷入 循环 论证 
的 泥 坑 . 这 也 是 常 说 哲学 回答 不 了 三 个 “为 什么 ”的 原理 所 在 . 

那么 这 时 该 怎么 办 ? 也 许 解 决 最 复杂 问题 的 办 法 常常 是 最 
简单 的 . 用 在 这 里 即 只 需 用 一 把 “ 刀 ” 削 掉 那 些 看 起 来 自明 但 又 
怕 重 蹈 毕 氏 覆 辐 的 东西 即 可 . 正如 刚 拔 起 的 一 个 葛 卜 ,总 是 拖 泥 
带 须 的 ,为 保证 做 菜 的 纯净 ,只 需 用 刀 将 须 、 泥 连带 萝卜 的 皮 甚 
至 一 些 “ 肉 ”一 起 削 掉 , 即 能 保证 菜 着 的 纯净 性 了 . 公理 方法 就 是 
这 样 来 的 . 

2.《 几 何 原 本 》 中 公理 组 

在 《几何 原本 》 中 , 欧 氏 沿用 当时 哲学 中 刚刚 萌生 的 “公理 ” 
和 “公设 ”思想 ,提出 了 一 套 自己 的 5 个 公理 和 5 个 公设 ,经 后 人 
整理 , 则 成 为 如 下 的 5 个 公理 (A;) 和 5 个 公设 (P,)， 

Ai 同时 等 于 某 事物 的 事物 间 是 相等 的 ; 

4: 等 量 加 等 量 仍 为 等 量 ; 

4: 一 一 等 量 减 等 量 仍 为 等 量 ; 

A, 一 一 能 彼此 重合 的 东西 是 相等 的 ; 


As 一 一 整体 大 于 任何 部 分 . 
P, 一 一 从 任 一 点 到 另外 任 一 点 连 一 线段 是 可 能 的 

P: 一 一 把 有 限 线段 作 任意 延长 是 可 能 的 ; 

P: 一 一 以 任 一 点 为 圆心 ,以 任意 长 为 半径 作 一 圆 是 可 能 的 ; 


P, 一 一 所 有 直角 彼此 相等 ; z 
Ps 一 一 一 直线 与 二 直线 相交 , 若 同 侧 内 角 之 和 小 于 两 直角 
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之 和 , 则 二 直线 任意 延长 后 必 相 交 且 交 于 同 侧 . 这 就 是 今天 所 说 
的 “平行 线 公理 ”. 

这 里 注 明 几 点 : 

(1) 不 难看 出 ,如 果 当 初 毕 达 哥 拉 斯 能 用 上 公理 ,比如 假设 
是 在 可 实际 度量 的 范围 内 来 讨论 , 那 他 的 结论 就 没 错 了 . 

(2) 可 看 出 ,公理 与 公设 相 比 ,公理 所 指 的 事实 要 抽象 一 些 、 
软 一 些 ,公设 的 则 要 具体 一 些 \ 硬 一 些 . 不 过 欧 氏 所 用 的 公理 、 公 
设 方式 在 今天 已 不 再 用 了 ,一律 都 叫做 公理 了 . 

(3) 当时 人 们 对 公理 的 认识 并 没有 上 升 到 意识 上 来 ,真正 促 
进 其 意识 的 上 升 是 在 对 公设 5 的 怀疑 和 研究 之 后 . 

(4) 公理 、 公 设 两 组 共 10 条 ,其 中 除了 最 后 一 条 公设 5 
(P; ,平行 线 公 理 ) 外 ,都 是 很 明显 的 ,可 以 自明 的 . 唯 独 公 设 5 并 
不 明显 ,看 起 来 倒 像 是 个 定理 而 不 像 是 个 公理 . 因此 自然 想到 是 
否 可 以 从 前 面 9 个 公理 推出 P; 来 ? 

换 句 话说 ,后 人 正 是 对 公设 5 的 讨论 , 才 产 生 了 公理 间 一 般 
的 “独立 性 ”问题 认识 ,从 而 才 导 致 对 公理 认识 的 深入 . 不 过 对 公 
理 5 的 狐疑 和 争执 直到 19 世纪 才 得 到 解决 ,也 是 在 这 时 不 仅 引 
起 了 数学 上 一 次 新 的 革命 ,而 且 使 数学 对 公理 的 认识 上 升 到 一 
个 新 的 高 度 ( 续 见 下 节 ). 


2.3” 非 欧 几 何 的 诞生 ;公理 意识 的 升华 

2.3.1 酝酿 期 三 阶段 

对 《几何 原本 》 中 公设 5( 平 行 线 公 理 ) 的 讨论 是 18 世纪 才 逐 
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步 热 起 来 的 . 简单 地 可 归结 为 三 个 阶段 性 的 工作 ， 


D C 


图 2-2 

(1) 对 公设 5 曾 有 过 多 种 替代 叙述 ,其 中 得 到 公认 并 沿用 至 
今 的 要 数 普 莱 费 尔 (苏格兰 ,1748 一 1819) 的 “平行 线 公理 ” ,过 直 
线 外 一 点 能 且 只 能 作 一 条 直线 平行 于 该 直线 . 于 是 问题 归结 为 
证 明 平 行 线 公理 的 “独立 性 ”了 . 

(2) 萨 谢 利 (意大利 ,1667 一 1733) 将 平行 线 公理 的 研究 转换 
为 如 图 2 - 2 的 四 边 形 ABCD ,其 中 一 A、B 是 直角 ,他 把 相等 
的 ZC 和 LD 归结 为 三 种 可 能 情况 , 即 所 谓 直角 假设 ,锐角 候 
设 , 钝 角 假 设 . 谢 氏 企图 以 证 明锐 角 假设 和 钝 角 假设 之 不 可 能 来 
妇 雇 地 证 明 平行 线 公理 可 由 其 他 9 个 公理 .公设 推出 ,但 未 获 
成 功 . 

因此 对 于 他 ,平行 线 公理 的 独立 性 问题 仍 未 解决 . 

(3) 著名 的 高 斯 \ 包 耶 和 罗 巴 切 夫 斯 基 等 数学 家 为 证 明 平 行 
线 公 理 的 “独立 性 ”相继 作出 过 贡献 . 他 们 在 前 人 工作 的 基础 和 
启发 下 ,把 问题 归结 为 “过 直线 外 一 点 能 作 一 条 平行 线 、 能 作 多 
条 平行 线 和 不 能 做 出 平行 线 ”等 三 种 情形 来 研究 . 终于 产生 了 如 
下 的 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 . 


。83 。 


数学 思想 赏析 


“.3.2 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 诞生 


区 巴 切 夫 斯 基 (J. B. Lobachevsky, 俄 ,1793 一 1856) 把 欧 氏 
几何 中 第 五 公设 ( 即 平行 线 公理 ) 改 为 :过 直线 外 一 点 可 作 无 穷 
多 条 平行 线 . 结果 逻辑 地 得 出 一 套 完全 独立 于 欧 几 里 得 几何 的 
全 新 的 几何 理论 . 这 一 成 果 主 要 有 以 下 两 大 意义 ; 

1. 它 证 明了 欧 氏 第 五 公设 ( 即 平行 线 公 理 ) 是 独立 于 其 他 九 
个 公理 .公设 的 ,从 而 结束 了 一 个 两 千 余 年 的 悬疑 . 

2. 它 表明 设立 的 公设 (公理 ) 不 一 定 要 “不 证 自明 ”的 . 这 也 
是 2. 1. 2 节 中 所 提 到 的 “不 证 自明 的 要 求 不 是 实质 性 的 ”原理 所 
在 . 当然 这 一 条 的 得 来 并 不 是 那么 容易 的 ,还 有 个 历史 典故 哩 . 

罗氏 在 得 到 他 的 成 果 时 已 是 喀 山 大 学 (也 是 他 的 母校 ) 的 校 
长 ,可 是 当 他 发 表 这 一 成 果 的 讲演 时 ,就 连 喀 山大 学 的 人 也 不 承 
认 , 并 嘲笑 他 ,甚至 骂 他 是 疯子 . 以 致 他 多 次 举行 学 术 报告 ,详细 
讲解 他 的 思想 都 不 被 接受 . 直到 他 1856 年 去 世 时 都 是 这 样 ( 尽 : 
管 解冻 的 春风 这 时 已 经 在 德国 吹 起 了 ,可 惜 那 时 尚未 过 “ 玉 门 
关 ”. 亦 即 问题 真正 得 到 解冻 是 在 黎 曼 紧 接着 作出 了 进一步 工作 
之 后 . ) 


2.3.3 黎 曼 几何 的 诞生 


黎 曼 (G. F. B. Riemann, 德 ,1826 一 1866 ) 于 1854 年 以 其 博 
士 论文 给 出 了 又 一 套 独 立 的 几何 学 ,被 叫做 黎 曼 几何 . 

黎 曼 几何 把 4 几何 原本 》 中 的 平行 线 公理 假设 为 :过 直线 外 
一 氮 , 一 条 平行 线 都 作 不 出 来 . 同时 改 “ 有 限 线段 可 无 限 延 长 公 
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于 人 P2) 为 "直线 是 没有 终端 的 ”其 余 公 理 、 公 设 基 本 不 变 . 从 而 
得 出 一 套 全 新 的 理论 . 

黎 曼 可 比 罗 巴 切 夫 斯 基 幸 运 多 了 , 因为 黎 曼 不 仅 没有 受到 
哺 讽 反而 因此 一 举 成 名 . 

据说 主持 黎 曼 这 篇 博士 论文 答辩 的 主席 是 赫赫 有 名 的 高 斯 
(C.F. Gauss, 德 ,1777 一 1855) , 而 高 斯 也 曾 在 罗 巴 切 夫 斯 基 的 
同期 得 到 过 罗氏 几何 ,只 是 出 于 高 斯 不 爱 发 表 文 章 的 “性 格 ” 而 
未 及 时 公布 罢了 . 所 以 他 对 黎 曼 的 工作 非常 理解 ,并 给 予 积极 的 
肯定 . : 

当然 , 黎 曼 几何 得 到 承认 的 同时 罗氏 几何 自然 也 翻 了 身 . 只 
可 惜 罗 巴 切 夫 斯 基 未 能 享受 到 这 一 天 . 

特别 地 ,在 20 世纪 初 爱 因 斯 坦 发 现 相对 论 时 正好 用 上 了 黎 
受 几 何 . 换 句 话 说 , 爱 氏 发 现 了 相对 论 空 间 就 是 一 种 黎 曼 空间 . 
由 此 也 给 非 欧 几何 带 来 更 大 的 鼓舞 . 


“2.3.4 非 欧 几何 引起 的 一 场 革命 


多 巴 切 夫 斯 基 几 何 与 黎 曼 几何 合 称 非 欧 几何 . 非 欧 几何 的 
发 生 给 数学 特别 是 几何 学 带 来 了 一 场 革命 . 主要 表现 在 : 

1. 它 使 人 们 的 思想 特别 是 数学 家 的 思想 得 到 了 一 次 解放 ， 
终于 认识 到 ,原来 几何 空间 并 非 只 有 一 个 “直观 ”的 欧 几 里 得 空 
间 , 而 是 至 少 还 有 罗氏 空间 、 黎 曼 空 间 等 “不 直观 ”的 空间 . 

2. 公理 可 以 不 是 直观 明了 不 证 自明 的 事实 ,也 可 以 是 不 直 
观 的 . 只 要 其 理论 建立 在 所 给 公理 之 上 ,再 加 上 逻辑 推理 正确 ， 
所 得 到 的 理论 即 应 该 有 它 的 客观 背景 ,只 是 这 时 的 理论 和 结论 
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仍然 不 是 直观 的 罢了 . 

事实 上 今天 已 经 证 明 且 证 实 了 ,人 类 生活 所 及 的 空间 不 管 
是 就 其 范畴 还 是 就 其 层次 来 说 ,都 仅仅 是 客观 空间 的 一 个 小 
部 分 . 

那么 非 欧 几何 正在 于 表明 了 : | 
逻辑 才 是 科学 的 立足 之 本 . 

“3. 非 欧 几何 的 出 现 首先 是 促成 了 几何 学 的 一 场 革 命 . 主要 
表现 在 克 莱 菌 (F Klein, 德 ,1849 一 1925) 在 上 述 思想 和 当时 刚刚 
兴起 的 群 论 思想 ( 见 1. 4 节 ) 启 迪 下 很 快 得 到 一 个 所 谓 “ 艾 尔 兰 
根 纲 领 ” 该 纲领 有 两 大 贡献 

其 一 ,数学 就 是 个 变换 群 , 它 变 换 来 变换 去 .映射 来 映射 去 ， 
其 宗旨 莫非 是 求 不 变量 、 求 不 变 式 . 简 育 之 即 “ 数 学 变 来 变 去 , 旨 
在 变 中 求 不 变 ” 这 一 思想 至 今 也 还 是 数学 家 的 一 种 理念 . 

其 二 ,在 此 变换 群 的 思想 下 进一步 发 现 当 时 刚刚 萌生 的 “ 射 
影 几何 学 ”几乎 包揽 了 所 有 几何 学 . - 

4. 从 某 种 意义 上 说 , 非 欧 几何 的 得 来 似 有 些 偶 然 , 它 不 是 像 
pe 事先 猜测 到 ,然后 去 努力 探索 得 到 ,而 是 为 着 证 

行 线 公 理 ” 的 独立 性 无 意识 地 获得 . 这 点 也 启发 我 们 ,科学 
pi 由 思考 ,鼓励 突破 性 思维 ,也 包括 所 谓 “ 胡 思 乱 
想 ”. 应 该 相信 一 个 正常 的 知识 分 子 ,他 是 不 会 故意 浪费 精力 去 
明 思 乱 想 的 ,总 有 他 一 定 的 科学 之 “ 梦 *” 在 导 引 着 他 . 即使 我 们 认 
为 明显 (直观 上 ) 不 能 成 功 ,也 不 必 武 断 地 去 干预 扎 “ 梦 ”者 , 不 能 
-要求 别人 的 行为 和 做 法 各 个 都 要 合 我 们 自己 的 直观 理解 . 当年 
多 已 切 夫 斯 基 的 遭遇 永远 是 个 历史 警 训 . 
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总 之 ,我 们 不 能 人 为 地 设置 框框 .限制 思维 ,相反 应 该 鼓励 
所 有 带 着 创造 和 突破 意愿 的 积极 思维 . 这 就 是 非 欧 几何 的 发 生 
给 我 们 的 又 一 启示 . 


2.4 公理 学 的 诞生 
2.4.1 形成 公理 学 的 历史 条 件 


经 由 18 世纪 布尔 逻辑 和 19 世纪 非 欧 几何 的 启发 以 及 康 托 
集合 系列 悖 论 的 激发 ,终于 在 20 世纪 初 诞生 了 一 门 新 的 逻辑 
学 一 数理 逻辑 学 ,简称 数理 逻辑 

简单 说 ,所 谓 数理 逻辑 学 就 是 把 逻辑 学 用 于 一 组 特定 的 数 
学 符号 .记号 公式、 规则 等 公理 组 (简称 符号 ) 所 产生 的 推理 及 
其 内 容 . 也 就 是 说 数理 逻辑 是 

纯粹 建立 在 一 组 特有 的 、 封 闭 的 符号 集 上 的 运作 ; 

@ 是 纯粹 依赖 于 逻辑 推理 ,回避 了 一 切 直观 的 科学 . 

特别 地 ,这 时 人 们 用 数理 逻辑 观点 于 欧 几 里 得 的 《几何 原 
本 } 立 即 发 现 ,该 书 的 公理 组 有 很 多 不 严密 之 处 . 比如 公设 2CP;) 
说 直线 可 无 限 延长 ( 即 无 穷 ) , 却 未 说 它 是 否 无 界 . 因为 黎 曼 指出 
直线 的 无 界 与 无 穷 是 不 同 的 概念 (当然 这 是 在 “大 空间 ”意义 下 
来 说 的 ). 又 如 欧 氏 认为 以 任 一 线段 两 端 为 中 心 分 别 以 该 线段 为 
半径 作 圆 总 能 相交 ,这 在 非 欧 几何 思想 下 却 是 不 一 定 的 ,因此 也 
需要 做 出 公理 界定 才 算 严 格 . 

由 此 ,再 加 上 前 述 “平行 线 公理 ”讨论 实质 的 启发 ,终于 产生 
了 对 公理 组 的 进一步 研究 如 下 . 
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2.4.2 公理 系 方法 的 产生 


已 谈 及 ,公理 系 是 对 满足 独立 性 、 相 容 性 、 完 备 性 等 “三 性 ” 
的 公理 组 的 特 称 . 这 正 是 在 上 述 研究 经 验 下 产生 的 一 次 思想 的 
深入 和 概念 的 飞跃 . 

但 要 知道 ,要 判定 一 个 公理 组 是 否 满足 “三 性 ”倒是 十 分 不 
容易 的 . 比如 仅 就 一 个 第 五 公设 相对 于 其 他 公理 (公设 ) 的 独立 
性 证 明 , 就 是 如 此 的 困难 ,何况 还 需要 证 明 每 一 个 公理 相对 于 其 
他 公理 的 独立 性 一 一 证 明 它 不 能 由 其 他 公理 推出 . 

特别 地 ,所 谓 “ 独 立 性 ”是 在 逻辑 意义 下 来 说 的 , 因而 不 一 定 
直观 , 既 可 能 有 显 见 的 独立 性 ,也 可 能 有 隐 讳 的 独立 性 ,必然 增 
加 了 分 析 的 难度 . 

关于 相 容 性 一 一 由 同一 公理 组 不 能 推出 矛盾 的 结论 来 ,也 
与 独立 性 一 样 同时 具有 显 见 的 与 隐 讳 的 两 种 情形 ,判定 起 来 十 
分 困难 . 数学 中 既 有 的 办 法 是 专门 对 这 一 公理 组 去 建 模 ,以 期 实 
现 公理 组 的 宗旨 , 若 能 建成 模型 则 相 容 性 成 立 . 但 是 , 若 建 不 成 
.模型 呢 ? 并 不 能 说 明 就 不 行 . 

因为 建 模 是 一 种 创造 ,是 没有 公式 可 循 的 ,很 大 程度 上 与 建 
局 者 的 能 力 有 关 . 这 也 是 “数学 哲学 ”( 见 2. 8 节 ) 中 “模型 论 ” 分 
支 的 任务 所 在 . 比如 有 名 的 “ 非 标准 分 析 "就 是 模型 论 中 为 表明 
一 个 思想 ,在 一 组 相 容 公理 下 所 建立 起 来 的 一 套 成 功 模型- 

至 于 完备 性 一 一 需要 考察 能 否 由 公理 组 完全 地 建立 起 一 套 
目 恰 的 理论 来 . 所 谓 “ 完 全 ” 即 该 公理 组 ( 像 舞 台 上 的 道具 ) 既 不 
能 多 也 不 能 少 , 这 可 是 不 容易 判定 的 啊 . 
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真正 严格 的 、 纯 粹 依赖 于 逻辑 的 理论 体系 来 ,意义 可 大 了 . 


2.4.3 《几何 基础 》: 一 个 真正 的 公理 化 学 科 


已 经 知道 ,把 建立 在 公理 系 上 的 学 科 叫 做 公理 化 学 科 . 不 难 
理解 ,当初 欧 几 里 得 著 《 几 何 原本 》 的 初衷 也 是 要 创造 一 部 公理 
化 学 科 . 可 是 如 今 站 在 前 人 的 肩 上 ,或 说 站 在 历史 积淀 成 的 高 合 
上 ,抑或 说 是 站 在 公理 系 “ 三 性 ?标准 上 , 才 发 现 《 几 何 原本 》 并 不 
严格 ,漏洞 多 多 . 这 在 19 世纪 末 即 已 被 一 批 数学 家 看 到 了 并 试 
图 弥补 它 . 其 中 一 项 典型 的 工作 即 是 当初 被 誉 为 数学 无 蛙 之 王 
的 希 尔 伯 特 (D. Hilbert, 德 ,1862 一 1943) 完 成 的 《几何 基础 》。 

《几何 基础 被 称 为 一 个 真正 的 公理 化 学 科 . 皆 因 它 是 真正 
建立 在 公理 系 上 的 . 为 此 希 氏 给 出 了 一 套 五 组 二 十 个 公理 的 公 
理 组 ,并 证 明了 它 的 “三 性 ”. 从 而 证 明 其 公理 组 是 个 公理 系 . 
此 《几何 基础 3 是 个 公理 化 学 科 可 信 . 

效 就 《几何 基础 的 公理 系 简 记 于 下 (为 便于 理解 ,这 里 宁可 
舍弃 一 些 严格 却 星 涩 的 叙述 ): 

第 一 组 ,关联 公理 

(1) 过 已 知 两 点 必 能 作 一 条 直线 ; 

(2) 过 不 同 的 两 点 只 能 作 一 条 直线 ; 

(3) 在 一 条 直线 上 至 少 有 两 个 不 同 的 点 ; 

(4) 过 不 共 线 的 三 点 必 能 作 一 平面 , 任 一 平面 上 至 少 有 一 
个 上 后 3 


(5) 过 不 共 线 三 上 挟 只 能 作 一 个 平面 ; 
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《6) 重 直线 上 有 两 点 在 同一 平面 上 , 则 该 直线 必 在 这 一 平 
向 上 ; 

《7) 知 两 平面 有 一 公共 点 , 则 至 少 还 有 另 一 个 公共 点 

《8) 至 少 有 四 个 点 不 在 同一 平面 上 . 

第 二 组 ,顺序 公理 

(1) 知 一 点 在 另 两 点 之 间 , 则 该 三 点 必 是 共 线 的 不 同 三 点 ; 

《2) 同 一 直线 上 相 异 两 点 间 总 存在 另 一 点 ; 

(3) 直 线 上 相 异 两 点 间 的 所 有 点 集 构成 线段 . 线段 将 直线 上 


的 点 集 分 做 线段 内 点 、 端 点 和 线段 外 点 三 类 点 
(4) 过 不 共 线 三 点 的 平面 , 若 其 上 一 条 直线 过 三 点 中 两 两 连 线 


之 一 的 一 个 内 点 , 则 也 必 过 另 二 连 线 之 一 的 一 个 内 点 . 

第 三 组 ,合同 公理 (“合同 ”是 一 种 具有 如 下 公理 的 关系 , 记 
为 三 ”) 

(1)a ,65 是 直线 zx 上 两 个 点 ,ai 是 直线 zx 上 一 点 ,自在 
ZI 上 作 一 射线 x1”, 则 可 在 x ”上 找到 一 点 ,使 得 线段 间 有 合 
同 关系 :ab 寺 aib ; z 

(2) 线 段 的 合同 关系 是 个 等 价 关 系 一 一 即 满足 自 反 、 对 称 、 
传递 “三 性 ”的 关系 ， 

(3) 着 a ,5 ,c 是 共 线 三 点 ,有 目 ab == aib， ,pc 三 和 cl, 则 有 ac 
= Qlcl ; 

《4) 平 行 于 线段 的 合同 关系 ,可 有 角 的 合同 关系 (ea,p) 三 
人 《人 (a1,B) ,其 中 a,B 和 ai, BB 分 别 为 相应 角 的 边 ， 

(5) 设 a ,5 ,cc 和 a1l, bh, ci 分 别 是 不 同 直线 上 三 点 ,上 且 有 

420 三 aac 三 aicly /Abac= /hac 
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则 
Zobc = /aibic 

第 四 组 ,平行 公理 

两 条 共 面 的 相 异 直线 要 么 相交 且 交 于 唯一 有 限 点 ,要 么 平 
行 ( 交 于 无 穷 远 点 ). 

第 五 组 ,连续 性 公理 

(1) 满 足 阿 基 米 德 公理 (其 思想 见 2. 1. 2 节 ); 

(2) 直 线 的 完备 性 公理 即 直 线 上 的 点 集 是 满足 关联 公理 中 
的 (1) ,顺序 公理 中 的 (2) ,合同 公理 中 的 (1) 和 阿 基 米 德 公理 , 且 
不 能 再 行 扩 充 了 . 

这 就 是 (几何 基础 ) 的 公理 系 ,一 个 五 组 共 20 条 的 公理 集 
当然 是 经 过 了 希 尔 伯 特 证 明 其 相 容 性 .独立 性 .完备 性 的 ,所 以 
说 它 是 公理 系 . 也 说 (几何 基础 ) 是 数学 史上 第 一 本 真正 的 公理 
化 学 科 . 


2. 5 集合 论 悖 论 :公理 学 进入 第 四 阶段 


已 经 谈 到 ,所 谓 公 理学 (全 称 数学 公理 学 ) 就 是 对 公理 的 理 
论 研究 内 容 和 过 程 的 总 称 . 今天 看 来 ,公理 学 的 发 展 历史 可 分 作 
五 个 阶段 也 是 五 个 合 阶 . 

第 一 个 人 台阶 是 欧 几 里 得 在 其 原本》 中 首创 公理 方法 . 

第 二 个 台阶 是 罗 巴 切 夫 斯 基 突 破 了 公理 的 直观 性 ,拓展 了 
公理 的 逻辑 空间 ,把 公理 思想 引 向 了 深入 . 

第 三 个 台阶 是 产生 了 满足 独立 \ 相 容 、 完 备 等 “三 性 ”的 公理 系 
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理论 . 由 此 便 产 生 了 “用 公理 系 方式 构筑 学 科 ” 的 公理 化 学 科 . 希 尔 伯 
特 的 (几何 基础 y 便 是 第 一 部 这 样 的 学 科 著 作 . 

以 上 所 述 三 个 人 台阶 及 其 阶段 已 经 讨论 到 了 . 本 节 和 第 八 节 
将 分 别 讨论 其 第 四 阶段 和 第 五 阶段 . 

本 节 所 要 讨论 的 公理 学 跃升 的 第 四 个 台阶 ,是 由 集合 论 悖 论 引 
出 来 的 . 为 此 ,分 作 五 段 来 叙述 , 先 从 集合 论 谈 起 . 


2. 5. 1 从 康 托 集合 论 谈 起 


康 托 (G. Cantor，1845 一 1918) 出 生 于 俄国 , 后 来 随 父 定居 
于 德国 柏林 ,于 1873 年 12 月 ?7 日 以 其 致 狄 特 金 一 封 信 的 方式 
公布 了 他 的 集合 论 ,常常 径直 叫做 康 托 集 合 论 , 也 称 该 日 为 集合 
论 的 生日 . 

尽管 至 今 对 于 集合 概念 还 没有 获得 一 个 公认 的 、 公 理化 的 
定义 ,但 集合 概念 在 数学 中 的 基础 地 位 已 是 人 所 共识 的 了 , 特别 
也 是 康 托 集 合 论 把 数学 推 向 了 新 的 高 度 和 深度 . 

康 托 集 合 论 的 主要 目标 是 认识 实 轴 结构 ,主要 特征 是 针对 
无 穷 集合 . 须知 无 穷 集 合 与 有 限 集合 是 具有 本 质 差 异 的 . 比如 康 
托 既 合理 地 把 无 穷 分 作 可 数 与 不 可 数 两 大 类 ;指出 了 所 有 可 数 
集合 千 等 价 于 自然 数 集 ; 更 一 般 的 指出 了 无 穷 集 可 以 等 价 于 自 
己 的 真子 集 ;还 引入 了 一 个 “ 势 ”( 推 广 数 数 .计数 概念 而 成 ) 的 概 
念 ,以 对 各 类 无 穷 集 合 进行 计数 ,从 而 进一步 引出 了 所 谓 “ 连 续 
统 猜测 ”等 一 系列 更 多 ,更深 的 问题 . 

顺便 要 说 的 是 ,由 于 康 托 的 系列 工作 给 出 了 系列 非 直观 的 、 


*。， 2 。 


赏析 二 ”公理 数学 与 公理 文化 


出 平 人 们 意料 的 结论 ,使 之 成 为 又 一 个 “超前 思维 ”全 者 而 一 度 
得 不 到 应 有 的 理解 和 接受 ,以 致 其 后 半生 过 得 十 分 惨淡 . 特别 还 
遭遇 到 当时 在 数学 上 已 有 一 定名 气 的 柏林 大 学 教授 克 罗 内 克 
《 德 ,1823 一 1891) 的 强烈 反对 ,他 不 仅 表 现在 学 术 争论 上 ,还 延 
展 到 了 人 际 关 系 上 . 比如 克 罗 内 克 反 对 康 托 从 柏林 部 外 一 所 科 
研 条 件 相 对 较 差 的 哈雷 大 学 调 到 柏林 大 学 来 任教 . 对 于 一 位 有 
才华 而 还 没有 和 名气 的 年 轻 教授 来 说 ,自然 经 受 不 起 这 样 的 权威 
人 士 来 自 业 务 和 生活 的 双重 打击 了 ,以 致 康 托 才 40 岁 就 患 了 忧 
秀 症 ,并 于 1918 年 死 于 精神 病 . 据说 临终 时 身边 只 有 一 位 秘书 
为 他 送 终 ， 

当然 ,致使 康 托 病 情 加 重 的 还 有 另 一 个 原因 , 那 就 是 康 托 集 
合 论 在 发 展 中 的 一 段 惊人 的 波折 一 一 发 现 了 悖 论 一 一 一 种 逻辑 
意义 下 的 矛盾 , 且 一 度 未 被 数学 认识 到 它 的 意义 ,反倒 被 认为 是 
集合 论 的 “逻辑 隐患 ”, 对 集合 论 本 身 产生 了 怀疑 . 因此 说 ,集合 
论 的 创造 ,发 展 和 深化 不 但 没有 给 他 带 来 安慰 ,反倒 使 他 的 病情 
雪上 加 省 . 


2.5.2 集合 论 悖 论 的 发 现 


在 19 世纪 末 , 随 着 集合 论 的 深入 ,数学 界 不 断 传 出 发 现 康 
托 集合 论 中 存在 种 种 悖 论 , 首先 是 1897 年 3 月 , 布 拉 利 。 弗 蒂 


内 儿 乎 所 有 学 科 的 历史 上 都 有 过 这 样 一 种 现 但 ,一 个 新 思想 的 提出 不 能 及 时 得 
到 认可 ,甚至 遭 到 非 人 待遇 ,但 着 干 年 后 又 被 人 重新 提起 或 重新 提出 ,得 到 正式 承 
认 . 比如 罗 巴 捷 去 斯 基 几 何 ,. 傅 立 叶 级 数 、 订 托 集合 论 以 及 非 标准 分 析 等 入 局 此 例 | 
把 这 种 现象 叫做 “超前 思维 ”. 


。 93 。 


数学 思想 赏析 


在 巴 洛 摩 数 学 会 上 宣布 的 “ 弗 蒂 悖 论 ”: 若 设 所 有 序数 集 的 集合 
A 是 个 良 序 集 ( 具 有 严格 的 “>>” 或 <<” 关系 的 集合 ) ,将 产生 昼 
论 . 因为 序数 集中 元 素 可 以 完全 排序 ,所 以 有 最 大 元 素 ( 叫 最 大 
序数 ). 设 A 的 作为 序数 集 整体 的 最 大 序数 为 w, 则 A 的 元 素 的 
最 大 序数 应 小 于 /, 这 是 合理 的 . 那么 据 条 件 有 “A 也 是 A 的 一 
元 ,从 而 得 出 wp<<Ap 的 悖 论 . 

在 此 后 十 年 内 ,还 先后 发 现 了 更 多 悖 论 ,诸如 “ 理 查 德 悖 
论 ”,“ 培 里 悖 论 ”,“ 格 雷 林 悖 论 ”,“ 米 里 马 洛 夫 悖 论 ” 等 等 . 就 连 
康 托 自己 也 发 现 了 所 谓 “ 最 大 基数 悖 论 ” 等 . 

这 些 悖 论 中 最 为 典型 的 一 个 ,要 数 1903 年 由 数学 和 逻辑 学 
家 罗素 用 数学 语言 叙述 出 来 的 “罗素 悖 论 ”. 其 大 意 是 罗素 定义 
了 一 个 这 样 的 集合 A,A 以 所 有 不 属于 A 的 集合 作为 元 素 . 意 即 
这 里 A 是 所 有 集合 的 集合 ,那么 这 就 涉及 集合 本 身 可 否 作 为 它 
自己 的 元 素 的 问题 . 这 对 于 有 限 集合 来 说 是 明白 的 ,但 在 “所 有 ” 
的 意义 下 问题 就 “不 ”明白 了 . 罗素 为 了 使 他 提出 来 的 悖 论 能 让 
更 多 人 懂得 ,他 在 提出 原 悖 论 十 年 后 将 其 “翻译 ”成 了 一 种 脸 赤 
人 口 的 说 法 , 即 所 谓 “理发 师 悖 论 ” 

理发 师 在 自己 的 店 招牌 上 标 出 ,“ 我 给 且 只 给 不 给 自己 理发 
的 人 理发 ,于 是 有 人 问 他 “你 给 自己 理发 吗 ?理发 师 茫 然 了 . 因 
若 理发 师 不 给 自己 理发 ,他 就 应 该 属于 被 他 理发 的 集合 ,可 当 他 
属于 被 他 理发 的 集合 时 ,他 又 成 为 自己 能 给 自己 理发 的 人 了 . 反 
之 , 若 理发 师 能 给 自己 理发 , 那 他 就 不 属于 被 他 理发 的 集合 , 因 
而 他 也 就 不 给 自己 理发 了 . 总 之 ,反正 都 是 矛盾 , 叫 它 做 悖 论 ， 

理发 师 悖 论 后 来 又 被 表述 成 “ 克 里 特 岛 悖 论 ”, 即 一 个 克 里 
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特 岛 人 说 ,“ 克 里 特 岛 人 都 是 撒谎 的 人 . ”那么 问 ,这 个 克 里 特 岛 
人 撒 话 没有 ? 显然 ,不 管 他 撒谎 了 还 是 没有 撒谎 都 将 产生 矛盾 . 


2.5.3 昼 论 小 议 :一 点 插 叙 


这 里 悖 论 系 逻辑 悖 论 的 简称 ,因此 是 在 逻辑 意义 下 来 说 的 . 
而 逻辑 是 人 的 思维 ,或 说 是 人 的 思维 所 遵循 的 规律 ,因此 说 悖 论 
是 不 可 能 正面 得 到 解决 的 . 除非 逻辑 改变 了 ,这 里 已 说 过 ( 见 党 
析 一 ) 相 对 于 人 类 寿命 (还 有 约 两 千 多 万 年 ( 见 (大 自然 复杂 性 原 
理 》, 科 学 出 版 社 ,2004 年 )) 来 ,逻辑 是 不 可 能 做 出 如 此 明显 改变 
的 . 所 以 对 于 悖 论 只 能 回避 ,不 可 正面 去 解决 它 ,问题 只 在 回避 
的 方式 和 技巧 ,而 不 在 其 他 . 对 于 上 述 集合 论 悖 论 的 解决 方法 也 
都 是 这 样 的 “回避 ”法 . 

数学 因此 规定 :集合 整体 不 能 作为 自己 的 元 素 . 当然 此 举 仅 
仅 为 了 防 避 上 述 悖 论 的 发 生 . 但 是 请 注意 这 里 “规定 ?具有 公理 
实质 . 这 可 是 公理 实质 的 又 一 个 体现 形式 | 

此 外 也 必须 看 到 ， 目前 悖 论 概念 在 社会 科学 界 力 至 自然 科 
学 界 都 有 一 种 广义 化 的 趋势 ,甚至 已 推广 成 多 种 类 型 了 ,上 述 类 
型 只 是 其 中 一 个 典型 情形 而 已 . 如 图 2 - 3 中 M .C . 埃 色 尔 版 
画 “ 瀑 布 ? 即 是 一 种 所 谓 “ 怪 圈 ”: 一 泻 而 下 的 瀑布 经 四 折 的 沟渠 
又 流 回 了 原 处 . 这 只 是 我 们 的 视觉 错误 ,是 视觉 受到 了 埃 色 尔 艺 
术 创造 的 欺骗 所 至 ,不 是 不 可 以 逻辑 解释 的 ,所 以 它 只 是 一 种 广 
义 悖 论 ( 见 (GEB 一 一 一 条 永恒 的 金 带 》, 道 。 霍 夫 斯 塔 特 著 , 乐 
秀成 编译 ,四 川 人 民 出 版 社 ,1984 年 )， 

又 如 社会 学 中 的 “选举 悖 论 ";A,B,C 三 人 对 甲 . 乙 . 丙 三 人 
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进行 无 记名 排序 ,结果 会 排 不 出 来 ; “信用 悖 论 ”; 十 奥 邀 约 各 出 
一 壶 酒 共 庆 重 阳 节 ,结果 可 能 只 吃 到 一 场 清水 席 ;* 囚 犯 悖 论 ”， 
二 犯 隔 审 , 若 皆 招 则 各 判 5 年 , 若 此 拒 则 各 判 1 年 , 若 一 招 一 拒 
则 拒 者 判 10 年 , 招 者 0 年 . 显然 局 外 人 看 来 他 们 应 该 崩 拒 ,但 博 
弈 论 得 出 的 答案 却 是 各 判 5 年 ,因此 说 成 悖 论 , 实 则 彼此 信息 不 
公开 (不 确定 性 ) 造 成 的 ,并 非 逻辑 不 可 解释 . 

趣 例 : 曾经 兴起 过 一 段 
时 间 的 所 谓 “ 厕 所 文化 >( 在 
而 所 墙 上 乱 写 乱 画 ), 某 男 
而 所 的 墙 也 被 画 乱 了 ,有 人 


> “不 准 在 此 墙 上 写 、 画 ”, 下 

”一 个 人 来 了 又 写 道 “ 你 不 也 

在 此 墙 上 写 、 画 了 吗 ?” 再 后 

来 一 个 又 写 道 “你 们 不 都 在 

此 墙 上 写 、 画 了 吗 ?” 试 问 这 

图 2-3 样 下 去 要 到 哪 一 天 才 有 个 

了 结 ? 这 也 是 一 种 悖 论 . 

最 后 ,再 回 到 数学 来 ,比如 模糊 逻辑 中 有 名 的 “ 秀 子 悖 论 ”， 

项 与 不 秀 的 概念 划分 问题 ;“ 麦 粒 堆 悖 论 ” 3 个 麦 粒 不 成 堆 , 3 

个 麦 粒 则 成 堆 了 , 问 究竟 多 少 麦 粒 才 是 成 堆 与 不 成 堆 的 临界 点 ? 

特别 地 ,即使 在 分 析 学 甚至 在 初等 数学 中 也 不 乏 这 类 非典 型 的 

悖 论 . 比如 为 着 “迎接 ” 复 变 函数 论 的 到 来 ,为 着 迎接 级 数理 论 的 

产生 等 都 曾 出 现 过 好 些 “ 悖 论 ” 其 中 有 贝 努 利 - 莱 布 尼 北 悖 论 : 积 
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分 are tanz 一 | "二 时 , 当 被 积 式 分 别 取 级 数 和 部 分 分 式 而 分 别 


DO 


积分 后 ,可 导 得 二 二 0 ( 见 二 
和 -一 二 : 2 一 0 一 1 十 2 On 
十 址 ) 等 ,甚至 有 如 下 悖 论 :为 解 方程 ba ,可 化 


\ 工 十 5 一 9(Z 一 人 ) 4 一 40 ny 4 一 40 4z 一 40 
为 Xx—17 ”13—z 或 为 7 一 过 13—zx ' 小 而 


ME 
造 的 , 它 也 遵从 “ 俗 成 "原则 . 即 一 个 概念 、 一 种 说 法 ,一 旦 成 为 习 
惯 之 后 , 即 应 该 得 到 承认 . 正如 文化 史学 家 余秋雨 教授 说 ,“ 只 能 
词典 追随 社会 ,而 不 能 社会 追随 词典 . ”事实 上 词典 上 的 好 多 多 
义 词 不 就 是 这 样 随 着 历史 而 逐步 推广 成 的 么 ? 

看 来 生活 中 还 不 得 不 承认 悖 论 的 各 种 推广 概念 师 | 

不 过 本 节 所 要 关心 的 仍 只 是 悖 论 的 典型 含义 ,强调 为 逻辑 
导论 ,并 且 只 关心 逻辑 悖 论 给 数学 带 来 的 影响 、 产 生 的 效果 和 带 
来 的 启示 . 

为 此 ,首先 让 我 们 简要 回顾 一 下 逻辑 悖 论 的 历史 


2.5.4 逻辑 迟 论 带 来 的 三 次 数学 危机 


顾 数学 史 不 难看 到 , 悖 论 也 是 推动 数学 史 发 展 的 一 大 动 
力 . 公认 的 数学 史 中 三 次 大 危机 ,也 是 三 次 大 革命 ,都 是 由 悖 论 
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引起 的 . 第 一 次 危机 系 由 “有 理 数 悖 论 ” 引 起 的 ( 见 2. 2 节 , 这 里 
免 叙 ). 

第 二 次 危机 系 由 “ 芝 诺 悖 论 ” 引 起 . 芝 诺 是 公元 前 5 世纪 的 
希腊 人 . 芝 诺 悖 论说 : 亚 其 尔 追 不 上 乌龟 ( 亚 其 尔 系 希腊 善 走 之 
神 , 相 当 于 东方 神话 中 的 夸 父 ). 如 图 2 - 4, 设 亚 、 龟 分 别 位 于 同 
一 直线 上 任 一 有 限 距离 的 A,Ai 两 点 ,同时 同 向 起 跑 后 , 当 亚 氏 
跑 到 Al 时 , 龟 已 跑 到 A?* 了 , 当 亚 氏 跑 到 A, 时 , 龟 又 跑 到 A, 了 ， 
如 此 下 去 总 有 当 亚 氏 跑 到 A,_1 时 鱼 则 跑 到 A, (n= 二 1,2,3,… ,oo) 
的 事实 ， 因 此 说 亚 氏 永远 也 追 不 上 一 只 乌龟 . 这 显然 不 是 事实 ， 
似乎 谁 都 解释 得 清楚 ,但 谁 的 解释 都 不 能 被 信服 . 直到 17 世纪 
产生 了 微 积 分 方法 ,引起 了 其 理论 基础 之 争 时 ,又 重新 引出 了 区 
诺 悖 论 问题 ,并 被 认为 是 又 经 过 200 年 后 ,在 19 世纪 随 着 极限 
论 凌 定 了 微 积 分 的 理论 基础 而 得 到 了 解释 . 但 这 点 并 未 得 到 公 
认 , 直 到 最 近 都 还 有 人 在 为 “最 终 ” 解 释 这 一 芝 诺 悖 论 而 工作 
着 呐 . 


而 A 


图 2-4 
第 三 次 危机 则 是 “集合 论 悖 论 " 引 发 的 . 它 所 起 到 的 作用 更 
是 革命 性 的 ,本 节 直 到 章 末 所 要 讲 的 全 部 内 容 亦 属于 它 . 也 是 在 
这 一 革命 形势 下 ,公理 学 被 推 上 了 它 的 第 四 台阶 和 第 五 台阶 . 
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2. 5.5 集合 论 悖 论 引 发 的 思考 


对 于 集合 论 悖 论 的 频频 发 生 ,引发 了 系列 思考 ,其 焦点 也 很 
快 由 对 集合 论 的 批评 引申 到 对 整个 数学 的 透视 . 虽然 最 初 感到 
不 可 理解 ,认为 数学 如 此 精确 严密 ,为 什么 还 会 产生 (或 说 存 
在 ) 悖 论 ? 不 过 很 快 便 得 到 了 如 下 认识 : 
1. 集合 论 悖 论 的 被 揭示 或 说 被 暴露 ,不 是 坏事 ,更 不 是 集合 

论 的 失败 ,恰好 是 它 的 一 大 贡献 . 贡献 之 一 是 它 给 数学 裔 起 了 警 
钟 :数学 尽管 有 了 公理 学 的 三 个 阶段 的 进步 ,但 数学 仍 不 是 所 想 
象 的 那么 严密 . 数学 中 仍然 涵 存 “ 漏 子 ” 贡献 之 二 是 它 使 数学 产 
生 了 第 三 次 大 革命 ,得 到 了 又 一 次 深入 和 发 展 . 

2. 数学 的 又 一 次 深入 和 发 展 主 要 表现 在 , 悖 论 引 起 了 数学 
的 强烈 反思 . 不 过 也 一 度 使 得 数学 中 一 些 最 一 般 、 最 有 效 的 概念 
以 及 最 简单 、 最 重要 的 推理 方法 都 受到 了 质疑 . 甚至 连 拓扑 学 家 
和 “ 布 劳 威 尔 不 动 点 定理 ”之 父 的 布 劳 威 尔 也 说 他 过 去 的 研究 成 
果 都 是 些 “ 废 话 ” 了 . 当然 这 些 都 只 能 被 看 做 是 一 些 “ 矫 枉 过 正 ” 
之 词 . 其 真正 的 收获 是 激 起 了 数学 家 们 对 数学 中 概念 的 构成 方 
法 和 数学 中 的 论证 方法 来 一 次 逻辑 的 .哲学 的 思考 . 

3. 悖 论 本 身 也 说 明 , 人 的 思 
界 的 . 悖 论 问 题 正 出 在 形式 逻辑 范畴 的 边界 域 或 说 非典 型 区 域 . 

4. 再 考虑 到 ,所 有 悖 论 问题 都 涉及 “无 穷 ", 这 点 也 是 值得 重 
视 的 . 比如 “理发 师 悖 论 ” 的 问题 即 出 在 “所 有 的 ”集合 的 集合 . 再 
看 上 面 提 到 的 “ 弗 蒂 悖 论 ”,“ 最 大 基数 悖 论 ”,“ 克 里 特 岛 人 悖 论 ” 
等 都 共通 地 有 一 个 “所 有 的 ” 也 正 是 这 个 “所 有 的 ”使 问题 纳入 
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到 一 类 (注意 到 只 是 一 类 ) 无 穷 概 念 中 了 . 将 看 到 , 悖 论 的 产生 也 
正 是 这 一 类 无 穷 状 态 惹 的 祝 . 

5. 认识 到 数学 危机 的 产生 在 于 数学 的 根基 尚未 弄 清楚 . 认 
识 到 “数学 的 建筑 与 工程 建筑 不 同 ,数学 是 先 建 好 楼 宇 再 筑 基 
础 . 为 此 数学 着 手 从 基础 上 ,根基 上 致力 于 “彻底 ”解决 问题 ,这 
也 是 下 一 节 所 要 重点 叙述 的 . 

6. 正 是 在 逻辑 悖 论 的 促进 下 ,公理 学 的 地 位 也 水 涨 船 高 , 进 
入 到 了 它 的 第 四 阶段 , 登 - 了 它 的 第 四 个 台阶 . 主要 表现 为 @ 充 
分 运用 了 构建 公理 系 的 方法 ;@ 在 构建 公理 系 中 注意 到 回避 “所 
有 的 ”这 种 无 穷 状态 . 也 就 是 增加 了 一 条 公理 ;系统 中 不 能 含有 
“所 有 X X 的 集合 ”之 类 含义 ;@ 公理 系 思想 充分 与 当时 已 基本 
成 型 的 数理 逻辑 推理 方法 相 结 合 . 数理 逻辑 的 特点 是 在 完全 脱 
离 客观 背景 之 下 、 在 纯粹 抽象 的 “公理 组 ”之 下 , 作 纯 粹 抽象 的 
(常常 被 学 生 认为 是 枯燥 的 ) 推 理 


2.6 ”数学 的 寻根 热 与 公理 学 的 继续 发 展 


诚然 ,数学 从 其 逻辑 悖 论 中 认识 到 ,数学 的 根基 问题 还 没有 
解决 ,数学 需要 寻根 ,这 是 正确 的 . 但 是 就 在 这 寻根 方式 的 认识 
上 又 产生 了 如 下 两 个 阶段 的 摸索 过 程 , 足 可 见 科学 发 展 探索 道 
路 之 不 平坦 . 


2. 6. 1 数学 寻根 I :寻根 热 


在 这 寻根 的 第 一 阶段 ,人 们 的 基本 思考 主体 是 正确 的 ,但 也 
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有 其 偏 正 之 处 ,主要 表现 可 记 为 ， 

1. 为 着 提高 严密 性 ,充分 运用 了 当时 数学 中 最 为 前 沿 . 最 为 
得 力 的 两 大 工具 . 一 个 是 数理 逻辑 学 . 另 一 个 是 公理 学 前 沿 一 
公理 系 理论 与 方法 ,这 是 正确 的 , 但 如 下 两 点 认识 却 把 数学 引 向 
了 一 个 过 激 的 状态 了 

2. 只 把 产生 悖 论 的 问题 归结 为 “数学 内 在 的 严密 性 还 不 
够 ", 因 而 只 着 力 于 数学 内 部 的 严密 性 建设 . 

3. 尤其 在 希 尔 伯 特 《几何 基础 ) 成 功 经 验 的 鼓舞 下 ,大 家 认 
为 探寻 数学 的 根基 一 一 -数学 基础 的 任务 指 日 可 成 . 唾 手 可 得 了 . 
而 且 认 为 只 须 像 { 几 何 基础 ) 那 样 建立 一 套 公理 系 加 上 数理 逻辑 
的 推理 , 即 可 严格 地 获得 一 个 “完备 ”的 数学 体系 ,使 得 以 后 一 切 
数学 问题 只 须 求助 于 娠 有 的 “完备 数学 ” 即 可 得 到 解决 了 . 

问题 更 在 于 上 述 基 本 思想 已 经 成 为 数学 的 一 种 共识 , 至 少 
说 已 暂时 成 为 数学 的 主流 思想 了 . 这 就 必然 形成 一 种 社会 力量 ， 
难免 成 为 一 股 社会 风潮 ， 

的 确 ,在 这 一 风潮 之 下 不 仅 数学 内 好 些 人 放弃 了 自己 的 原 
有 专业 投奔 到 “数学 基础 ”中 来 ,甚至 连 非 数 学 界 的 人 也 有 被 吸 
引 , 抱 着 一 腔 美 梦 投身 一 试 , 真 的 形成 了 一 场 数学 的 “ 掘 金 热 ” 

无 独 有 偶 , 与 此 同期 的 1908 年 ,也 有 个 德国 数学 家 佛 尔 夫 
斯 克 是 赏 10 万 马克 ,以 证 明 数论 中 世界 三 大 难题 之 一 的 “ 费 马 
猜测 ”(1637 年 ) :存在 整数 ，y ，= ,n(n 二 2) 满足 x 十 y" 二 
x*. 由 此 一 度 引 起 了 一 个 费 马 “ 掘 金 热 ", 千 得 连 商 人 都 参加 到 这 
一 竞争 中 来 了 ,成 为 数学 史上 又 一 则 美谈 . 

注 :数论 三 大 难题 中 的 华 林 问 题 已 于 2 0 世纪 初 为 希 尔 伯 特 
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完成 ; 费 马 问题 已 于 1994 年 为 A， 怀 尔 斯 解决 并 荣获 此 10 万 
马克 奖金 ; 唯 有 和 哥 德 巴赫 问题 尚未 完全 解决 ,但 自 70 年 代 初 由 
中 国学 者 陈景润 解决 了 倒数 第 二 步 ( 叫 做 “1 十 2* 问 题 ) 以 来 ,至 
今 还 保持 着 这 一 问题 的 世界 冠军 桂冠 . 

也 许 是 在 上 述 两 场 “ 掘 金 热 ”互相 促进 之 下 形成 的 共振 , 才 
产生 了 如 此 过 热 的 情景. 

在 这 场 数 学 寻根 热 中 ,主要 表现 为 人 们 都 想 任 着 一 腔 热 血 
甚至 单枪匹马 即 可 完成 一 套 “ 完 备 ” 的 数学 体系 , 具体 可 归 为 两 
个 方面 : ; z 

(1) 著作 . 有 和 名 的 例子 如 弗 雷 格 的 (算术 基础 (1884 年 ) , 怀 
特 海 德 和 罗素 合作 的 三 卷 巨 著 《 数 学 原理 》(1910- 一 1913 年 ), 希 
尔 伯 特 的 《数学 基础 X1927 年 ?和 希 尔 伯 特 与 贝 纳 斯 合 著 但 天 折 
了 的 巨著 {数学 基础 X1934 年 第 一 册 ,1939 年 第 二 册 ) 等 等 ， 

(2) 学 派 . 有 名 的 可 举 出 三 个 学 派 ,如 下 ; 

中 直觉 主义 . 系 不 动 点 之 父 布 劳 威 尔 于 1908 年 创立 的 , 主 
张 数学 结论 必须 是 可 构造 的 .可 实现 的 ,因而 是 有 限 的 、 排 中 的 ; 

加 形式 主义 . 系 希 尔 伯 特 于 19 世纪 末 , 在 其 几何 公理 系 基 
础 上 形成 的 ,致力 于 “元 数学 ”, 又 叫 * 证 明 论 *. 其 特点 之 一 是 创 
立 了 公理 系 概念 ,并 在 证 明 公理 系 “三 性 ”的 相 容 性 等 方面 有 着 
重大 贡献 ,特点 之 二 是 创立 了 “来 叙 夹 议 ” 的 证 明 方 式 ,拓宽 了 传 
统 的 公式 推导 型 证 明 方 式 ,至 今 为 数学 所 通用 ， 

@ 逻 辑 主义 . 这 里 逻辑 系 指数 理 逻 辑 . 即使 数理 还 辑 也 应 起 
目 葬 布 尼 兹 (17 世纪 ) ,布尔 (19 世纪 中 叶 ) 等 .到 了 19 世纪 末 至 
20 世纪 初 数理 逻辑 的 活跃 人 物 已 不 少 ,代表 人 物 有 罗素 . 哥 德 尔 
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等 . 逻辑 主义 的 信念 是 “数学 是 逻辑 的 一 个 分 支 ”. 因此 他 们 最 早 
致力 于 以 其 《数学 原理 3》 统率 数学 , 虽 未 如 愿 ,但 至 今 仍 不 失 为 数 
学 的 一 部 经 典 之 作 . 

不 过 这 场 热火 "很 快 被 哥 德 尔 的 两 篇 论文 给 浇 熄 了 ,人 们 
也 为 之 清醒 过 来 了 . 


2. 6. 2 ”数学 寻根 了 , 哥 德 尔 的 两 副 镇 静 齐 


数理 逻辑 学 家 哥 德 尔 (K. G6del, 奥地利 ,1906 1978) 于 
1929 一 1930 年 先后 发 表 了 《 论 ( 数 学 原理 ) 中 形式 上 不 可 判定 命 
题 及 有 关系 统 ) 一 ,二 两 篇 论文 ,给 出 了 两 个 定理 , 叫 它 做 “不 可 
判定 定理 ” 

简略 说 来 ,不 可 判定 定理 一 是 说 ,建立 在 自然 数 集 上 的 形式 
化 系统 如 果 是 相 容 的 , 则 它 是 不 完备 的 , 亦 即 其 中 将 存在 不 能 证 
明 的 命 

不 可 判定 定理 二 是 说 ,建立 在 自然 数 集 上 的 形式 化 系统 若 
是 完备 的 , 则 它 是 不 相 容 的 ,将 存在 来 自 系统 内 的 矛盾 ( 悖 论 ). 

从 某 种 意义 上 说 , 哥 德 尔 定理 是 针对 希 尔 伯 特 企图 “构建 束 
个 数学 的 一 套 相 容 公理 系 ” 做 出 的 回答 , 目 是 一 个 否定 性 的 回 
答 . 可 是 在 年 轻 人 可 德尔 的 定理 发 表 后 好 几 年 ,作为 泰斗 的 希 尔 
伯 特 才 不 得 不 承认 并 不 情愿 地 放弃 了 自己 的 (数学 基础 ) 宏 伟 
计划 . 
哥 德 尔 定理 的 最 大 效力 是 使 人 们 认识 到 ,企图 构建 一 个 有 
限 完备 系统 去 统 抄 数 学 是 不 可 能 的 . 由 此 也 使 得 数学 中 一 场 “ 气 
金 热 "镇 静 了 下 来 ,人 们 从 思想 和 专业 上 重 又 回归 原 位 .回归 正 
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常 . 事实 上 这 才 是 数学 的 正规 和 正轨 . 

(1) 相对 于 数学 的 寻根 工程 来 , 哥 德 尔 定理 并 非 全 盘 否 定 了 
它 , 只 是 说 不 可 能 建立 起 有 限 的 数学 完备 系统 ,但 并 没有 说 用 无 
了 眼 形 式 不 可 能 . 也 就 是 说 ,也 有 可 能 在 无 限 ( 即 无 穷 ) 的 意义 下 构 
建 起 完备 的 数学 系统 来 , : : 

因此 对 “无 穷 ”的 关注 也 成 为 哥 德 尔 定理 发 表 后 数学 寻根 的 
一 个 基本 特点 . 不 过 得 防备 系统 悖 论 中 “所 有 的 ”引出 的 无 穷 类 
型 ( 续 见 下 节 ). 

(2) 这 时 数学 的 “寻根 ” 变 得 不 再 热衷 于 全 面 地 去 构建 完备 
数学 ,而 是 侧重 于 从 集合 论 角度 去 探索 实 轴 的 根本 结构 . 将 看 到 
这 时 还 会 涉及 更 为 深刻 的 无 穷 概念 ， 

为 此 ,下 面 先 让 我 们 回顾 一 下 对 无 穷 的 认识 ， 


2. 7 简 论 无 穷 


和 人 和 们 说 没有 无 穷 就 没有 高 等 数学 ,也 说 高 等 数学 是 无 穷 的 
数学 ,这 是 为 什么 ?可 我 们 更 要 说 没有 无 穷 便 没有 现代 数学 和 
未 来 数学 乃至 整个 前 沿 科学 . 特别 当 涉及 数学 之 根 时 ,更 离 不 开 
深层 次 的 无 穷 概念 和 知识 . 因此 在 进入 数学 寻根 的 当 儿 ,不 能 不 
对 无 穷 概 念 及 其 知识 来 一 次 哪怕 是 简要 的 回顾 和 认识 也 是 必 
要 的 . 

本 性 将 阐明 人 类 认识 无 穷 的 三 个 阶段 ,也 是 三 个 户 次 ;极限 
型 无 穷 .集合 型 无 穷 和 高 层 空间 型 无 穷 . 它们 也 基本 上 体现 了 人 
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类 对 无 穷 认识 的 深入 过 程 . 
2.7. 1 无穷 认 识 初 步 : 极 限 意义 下 的 无 穷 


(1 关于 无 穷 和 极限 的 概念 ， 
在 4 高 等 数学 课程 中 已 明确 讲 到 ,无 穷 (也 叫 无 限 ) 是 不 存 
在 的 ;无 穷 ( 包 括 无 穷 大 co 和 无 穷 小 1 /co ) 都 不 是 一 个 数 ;无 穷 


特别 地 ,在 极限 意义 下 ,无 穷 是 用 极限 方式 来 描述 的 , 即 极 
限 为 0 的 变数 叫 无 穷 小 ,无 穷 小 的 倒数 (也 叫 反 演 ) 叫 做 无 穷 大 . 
由 于 无 穷 大 和 无 穷 小 之 间 是 作对 偶 地 存在 ,以 下 若 无 特 别 声明 ， 
主要 以 无 穷 小 来 叙述 . 

所 谓 极 限 即 一 种 用 有 限 去 表现 无 限 的 方式 . 自然 这 时 的 “有 
上限" 形式 必须 要 有 规律 可 循 ( 表 出 通 项 ) 才 行 . 事实 上 极限 仅仅 是 
摘 述 无 穷 的 一 种 方式 ,尽管 在 今天 看 来 极限 只 是 一 种 初等 方式 ， 
但 在 近代 数学 中 作用 可 不 小 . 

(2) 正 是 极限 论 芮 定 了 微 积 分 学 的 理论 基础 . 

《3) 在 极限 工具 下 获得 了 数列 、 级 数理 论 以 及 函数 的 级 数 展 
开 理 论 等 等 . 

《42 在 极限 和 级 数理 论 下 ,系列 函数 论 成 果 得 以 实现 , 比如 


欧 拉 公式 : sin g 一 二 < ,让 人 不 可 思议 ,但 利用 无 穷 级 数 展 


式 则 立即 可 得 证 了 . 
(5) 在 极限 意义 下 给 出 了 无 穷 的 级 别 ( 阶 ) 分 类 ,使 人 类 对 无 
穷 的 认识 得 到 初步 扩展 . 比如 设 有 无 穷 小 数列 p(n) ,Jn) ,n= 二 
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Te ,车 有 lim 28 二 7, 则 7 二 1 时 , 称 二 数列 为 等 价 无 穷 小 ， 


当 7 一 c( 非 0.1 正 实数 ) 时 , 称 二 者 为 同 阶 无 穷 小 ; 当 =0 时 , 称 
PCm) 是 比 Un) 更 高 阶 的 无 穷 小 ; 当 r= 二 co 时 , 称 gn) 是 比 p(n) 
更 高 阶 的 无 穷 小 . 


“. 1.2 无 穷 认识 的 深入 :集合 论 意义 下 的 无 穷 


1. 极限 论 的 局 限 : 

事实 上 极限 论 的 任务 并 非 正 面 认识 无 穷 ,而 是 仅仅 为 了 建 
立 微 积分 学 基础 ,因而 说 它 仅 只 围绕 着 微 积 分 学 对 无 穷 ( 小 ) 的 
需要 而 部 分 地 描述 了 无 穷 ,这 就 是 通过 极限 方式 显示 出 的 无 穷 

但 应 注意 到 极限 所 得 到 的 无 穷 是 有 约束 条 件 的 . 

首先 是 其 过 程 必须 具有 规律 性 ,比如 一 个 数列 必须 要 能 表 
出 其 “ 通 项 "才能 说 得 上 求 极限 , 

其 次 是 这 一 过 程 尽管 可 “任意 ” 趋 近 极限 点 ,但 只 能 是 在 有 
限 状态 下 ,只 能 是 通过 其 “趋势 "来 获得 结论 的 . 

却 正 是 这 点 成 了 它 的 弱点 ,使 得 极限 值 的 得 来 本 质 上 是 仅 
攒 趋势 而 “ 跳 ” 过 去 的 , 至 于 极限 值 (点 ) 的 深层 的 邻 域 结构 (恰好 
对 应 着 高 层次 空间 ) 被 它 忽略 了 ， 

可 是 ,对 于 无 穷 小 世界 的 正面 认识 是 不 能 回避 这 一 深层 次 
的 邻 域 结构 认识 的 . 

2. 集合 论 意义 下 的 无 穷 

在 集合 论 意义 下 对 无 穷 的 认识 恰好 弥补 了 极限 论 的 局 限 
性 ,来 得 更 全 面 了 . 集合 论 属于 从 集合 意义 下 对 其 对 象 的 无 穷 结 
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构 的 正面 认识 . 这 点 主要 体现 在 把 集合 分 作 可 数 集 与 不 可 数 集 ， 
特别 表现 为 对 不 可 数 集 的 正视 与 探索 . 

当然 目前 主要 还 只 是 在 * 势 "概念 下 所 作 的 攻取 , 不 过 仅仅 
在 一 个 “连续 统 猜测 ?关卡 上 即 受 阻 不 前 了 . 看 来 要 等 待 的 不 是 
援兵 ,而 是 新 的 “工具 ”和 新 的 “准备” 

3. 微观 世界 :多 层 空间 结构 中 的 无 穷 性 

科学 已 经 显示 出 , 实 轴 (实数 集 ) 对 应 着 彻底 的 一 维 物质 空 
间 , 亦 即 实 轴 的 数学 结构 对 应 着 物质 的 根本 结构 . 这 里 涉及 多 层 
次 的 空间 结构 ,即使 从 现代 物理 学 前 沿 也 能 依稀 觉悟 到 这 点 . 

因为 随 着 微观 物理 (及 其 对 偶 一 一 天 文物 理 ) 的 深化 ,早已 
突破 了 牛顿 空间 (3 维 ) 和 爱 因 斯 坦 空间 (4 维 ). 虽然 对 其 空间 维 
数 尚 处 不 确定 状态 (有 说 8 维 、20 维 .16 维 等 ), 但 其 空间 要 改 
变 , 不 再 是 直观 低 维 ,已 成 共识 . 

可 是 今天 物理 学 的 粒子 尺度 相对 起 数学 的 “无 穷 小 ”来 仍 只 
是 有 限 小 ,仍然 还 有 质 的 差异 . 那么 可 说 有 望 随 着 微观 物理 的 继 
续 深入 ,其 空间 特征 将 会 进一步 改变 ,进一步 抽象 化 . 可 见 它 是 
向 着 “单子 "所 描述 的 空间 类 (可 叫做 超 空 间 ) 逼 近 的 . 尽管 要 从 
物质 角度 去 通 近 超 空 间 更 难 , 但 “ 非 标准 分 析 ” 表 了 明 , 这 种 多 层 空 
间 结 构 对 于 集合 论 认识 无 穷 小 也 是 颇 受 启迪 的 . 

4. 宏观 世界 :无穷 , 真 的 不 存在 吗 

根据 无穷 小 的 对 候 是 无 穷 大 "和 “微观 的 对 全 是 安 观 * 这 点 
是 容易 理解 无 穷 大 的 . 不 过 这 里 想 要 说 明 ,尽管 已 经 得 知 宇宙 是 
有 界 无 穷 的 .宇宙 空间 是 弯 的 ,但 抽象 地 说 , 数学 按 平 直 坐 标 
“ 走 ” 下 去 的 无 穷 是 什么 ?再 则 ,在 现代 数学 中 ,无 穷 远 可 被 作为 


"107 。 


数学 思想 赏析 


一 个 点 来 对 待 ,无 穷 大 (co ) 可 以 以 数 的 身份 参与 运算 ,比如 两 
平行 线 在 无 穷 远 点 相交 ,在 拓扑 学 中 有 个 加 (无 穷 远 ) 点 紧 致 ,等 
等 ,这 些 都 是 为 什么 ? 

所 有 这 些 都 局 示 我 们 ,无 穷 也 是 一 种 存在 ,只 是 它 不 在 我 们 
物质 宇宙 甚至 逻辑 空间 内 轻 了 . 

换 句 话说 可 能 存在 超 空 间 , 使 得 物质 空间 都 作为 其 子 空间 
而 “ 漫 泡 * 在 其 中 . 

坷 这样 ,认识 无 穷 的 困难 性 和 实 轴 结 构 的 复杂 性 全 都 容易 
理解 了 . 


2.7.3 无 穷 认识 的 “混沌 期 "及 其 展望 


合 论 悖 论 实际 上 是 标示 着 人 类 对 无 穷 结构 的 认识 进入 到 
一 个 (可 叫做 ) 混 沌 期 , 混沌 并 不 是 混乱 , 它 只 是 事物 进展 的 一 个 
新 的 层面 .新 的 台阶 . 这 时 的 实 轴 结构 体现 为 多 个 空间 层次 的 交 
汇 . 因此 从 这 一 意义 来 说 ,集合 论 悖 论 产生 以 来 的 数学 寻根 过 程 
“就 是 对 无 穷 的 认识 达到 一 个 新 层次 的 攻关 过 程 . 虽然 这 一 过 程 
已 经 经 历 了 近 一 个 世纪 ,但 作为 目标 的 远 船 尚未 露出 它 的 攀 杆 
之 周 呢 . 
最 后 看 到 了 ， 
(1) 人 类 认识 无 穷 ,艰苦 地 经 历 了 极限 论 下 的 无 穷 大 .无 鹤 


小 ,集合 论 下 的 可 数 无 穷 . 不 可 数 无 穷 和 高 层 空间 下 的 摸索 等 三 


个 阶段 . 如 今 还 处 在 第 三 阶段 的 “混沌 "之 中 . 
(2) 实 轴 的 结构 ,一 维 物 质 世 界 的 根本 结构 .集合 论 探 索 的 
结构 以 及 对 无 穷 的 根本 认识 等 都 是 具有 等 价 复杂 性 的 任务 . 具 
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有 同 级 别 的 困难 度 . 亦 即 它们 本 质 上 是 同一 个 问题 , 任 一 个 的 突 
破 都 将 意味 着 其 他 问题 的 突破 , 任 一 个 的 解决 都 将 意味 着 其 他 
问题 的 解决 | 

因此 在 解决 问题 的 时 候 ,不 应 该 彼此 隔离 ,相反 应 该 互相 借 
鉴 、 彼 此 学 习 、 接 受 启发 , 才 是 出 路 . 我 们 并 不 认为 在 现 有 的 数理 
逻辑 内 可 以 最 终 解决 问题 

这 也 是 我 们 对 未 来 的 一 点 展望 和 期 望 

关于 无 穷 的 认识 ,以 后 还 将 从 不 同 角度 (比如 赏析 四 中 ) 
谈 到 . 


2. 8 ”数学 哲学 ;公理 学 进入 第 五 阶段 


第 六 节 谈 到 ,数学 寻根 热 在 哥 德 尔 定理 启示 之 下 ,终于 走 上 
了 以 深层 次 无 穷 为 特征 ,以 探索 实 轴 ( 实 数 集 ) 根 本 结构 为 突破 
口 的 正常 道路 . 由 于 这 时 针对 的 是 超 微观 对 象 , 远 不 是 直观 可 及 
的 ,不 得 不 借助 哲学 思辩 

再 说 逻辑 学 也 来 自 哲 学 ,而 数理 逻辑 学 来 自 逻 辑 学 ,由 于 数 
理 逻 辑 是 数学 寻根 的 主要 工具 ,所 以 也 叫 此 期 的 数学 寻根 做 数 


学 哲学 . 
2. 8. 1 数学 哲学 三 大 学 派 


这 三 大 学 派 是 直觉 主义 .形式 主义 .逻辑 主义 . 这 是 已 经 讲 
到 过 的 ( 见 2. 6. 1 节 ), 只 是 这 时 的 三 大 学 派 都 变 得 更 为 稳重 了 ， 
同时 部 以 无 穷 ( 比 如 无 穷 迭 代 ,无 穷 结 构 ) 作 为 特征 了 , 
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具体 说 来 ,直觉 主义 已 不 再 企 求 用 有 限 形式 去 寻 获 整 个 数 
学 之 根 了 ,但 它 的 严格 性 和 实在 性 亦 即 “ 太 *” 数 学 的 特征 还 继续 
”保持 着 ,尽管 有 人 批评 “在 直觉 主义 的 园地 里 ,禾苗 品种 越 来 越 
萎缩 ,但 它 在 好 多 数学 领域 仍然 产生 着 贡献 也 是 实事 . 

形式 主义 也 不 再 致力 于 用 有 限 形 式 去 建立 整个 数学 的 基础 
了 ,即使 在 构建 局 部 学 科 的 满足 “三 性 ”的 公理 系 时 ,也 注意 到 了 
从 无 穷 的 角度 考虑 问题 ,运用 无 穷 的 机 制 , 诸 如 开发 出 超 穷 归纳 
法 等 即 是 . 

至 于 逻辑 主义 ,此 时 一 方面 表现 为 在 无 穷 意 义 下 以 公理 化 、 

合 论 ,数理 逻辑 相 结 合 的 研究 特征 . 另 一 方面 表现 为 先后 产生 

了 如 下 多 个 分 支 学 科 探 寻 数学 之 根 . 


2.8.2 逻辑 主义 主要 分 支 _ 


(1) 递归 论 . 创 自 20 世纪 30 年 代 , 代 表 人 物 有 哥 德 尔 等 . 也 
被 称 作 硬 数学 , 旨 在 探讨 所 谓 “ 有效 计算 ”问题 ,以 解 决 可 判定 和 
不 可 判定 问题 . 比如 计算 复杂 性 问题 (焦点 性 问题 即 “*P=? 
NE ) 即 是 一 个 典型 的 判定 问题 . 又 如 当年 哥 德 尔 定理 的 证 明 即 
定 用 递归 方式 完成 的 . 它 不 容易 引起 争议 ,只 要 模型 正确 , 其 推 
理 ( 迭 代 ) 过 程 十 分 直观 ,容易 判定 . 

递归 论 的 基本 模型 是 ; f(0)==z0 f(x) 二 gCnf(xn)) ,n= 
0;1,2,3,"…* ;其 中 乒 。) 叫 做 递归 函数 . 

(2) 模型 论 . 模型 论 产 生 于 20 世纪 50 年 代 . 模型 即 数学 模 
型 ,与 产生 自 20 世纪 70 年 代 而 今 在 整个 科学 界 应 用 十 分 广泛 
的 "数学 模型 "(又 叫 “ 数 学 建 模 ”) 中 的 模型 虽 属 同一 词汇 但 分 属 
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不 同学 科 .“ 数 学 模型 ”中 的 建 模 是 为 着 对 客观 系统 作 定量 分 析 ， 
模型 论 中 的 建 模 只 是 为 着 检验 一 个 公理 组 或 一 个 数学 思想 的 合 
理性 、 真 伪 性 . 前 者 属于 应 用 数学 ,后 者 属于 数理 逻辑 学 或 基础 
数学 . 

如 果 把 一 组 公理 比 作 语法 , 则 模型 就 是 语义 . 亦 即 这 时 模型 
即 相 当 于 在 一 定 的 语法 限制 下 来 构造 一 个 例句 ,如 果 成 功 , 则 说 
明 该 语法 (公理 组 ) 是 合理 的 . 

自然 ,模型 论 的 基本 目标 仍然 是 为 着 数学 寻根 ,具体 是 针对 
实数 集结 构 的 集合 论 , 以 作 研究 . 模型 论 的 建 模 较 之 应 用 数学 的 
建 模 来 更 要 难得 多 . 为 此 它 先 后 创造 出 了 多 种 方法 ;有 所 谓 初等 
链 法 、 图 示 法 、 力 迫 法 、 超 积 法 , 齐 性 集合 法 , 紧 性 定理 法 等 . 

模型 论 从 理论 上 给 数理 逻辑 学 贡献 不 小 ,比如 它 得 到 了 “可 
判定 理论 ”上 的 好 些 结果 ,证 明了 同一 公理 组 下 所 有 模型 具有 同 
构 性 ,证 明了 非 欧 几何 的 真实 性 等 , 此 外 模型 论 在 数学 其 他 领域 
的 应 用 也 是 不 少 的 ,诸如 群 论 , 域 论 和 分 析 学 .拓扑 学 ,几何 学 
等 . 其 中 一 个 典型 的 例子 即 如 下 的 非 标准 分 析 . 

(3) 非 标准 分 析 . 系 由 鲁 宾 逊 ( 美 ) 于 1960 年 创立 , 它 来 自 模 
型 论 中 的 一 个 模型 , 旨 在 对 实 轴 结构 一 种 新 思想 作出 刻画 . 

所 谓 非 标准 分 析 , 是 相对 于 经 典 的 ,建立 在 实 轴 及 上 的 ,以 
函数 论 、 微 积分 为 特色 的 “标准 分 析 ” 来 说 的 . 它 的 基本 模型 是 ， 
“R=itr: TER 一 及 Ucoy ， 其 中 《zy 叫做 单子 (monad) ,是 
一 个 “特殊 ”的 无 穷 集合 ,表现 为 集合 中 只 有 zx( 标 准点 ) 属 于 闭 实 
轴 下 ,其 他 的 (单子 z 中 的 ) 所 有 元 素 都 不 属于 下, 都 叫做 无 穷 小 
或 非 标 准点 , 且 不 满足 阿 基 米 德 定律 ( 见 2. 1. 2 节 ). 自然 ,元 素 
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则 也 无 大 小 可 比 性 了 . 

显然 ,存在 RC* RR 的 关系 . 

非 标准 分 析 能 够 平行 地 建立 起 一 套 “ 标 准 分 析 ” 的 分 析 内 容 
来 ,好 些 地 方 还 来 得 更 为 简捷 . 但 也 因为 非 标 准 分 析 没 有 创造 更 
多 的 、 更 实质 的 新 内 容 ,一度 受 到 非议 ,未 得 到 应 有 的 承认 . 主要 
是 说 它 ” 只 是 复制 已 有 的 分 析 成 果 , 没 有 独立 存在 的 必要 ” 其 实 
这 点 非 为 别 的 ,只 能 说 明 批 评 者 还 没有 “ 悟 ”* 出 扩张 实 轴 " 民 的 实 
质 和 意义 来 , 也 的 确 ," R 的 结构 是 十 分 费解 的 . 

非 标 准 分 析 的 支持 者 也 不 少 , 且 越 来 越 多 ,他 们 主要 表现 在 
积极 理解 和 解释 扩张 实 轴 " 尺 上 ,其 中 比如 我 国 数学 泰斗 徐 利 治 
先生 ,在 其 “ 超 结构 ”概念 和 “转换 原理 ”下 既 不 失 数 学 的 严谨 性 ， 
久 对 “RK 及 其 艰 涩 的 数理 逻辑 作出 了 进一步 的 解释 ( 见 { 现 代 无 
穷 小 分 析 导 引 », 徐 利 治 、 孙 广 润 , 董 加 礼 闭 ,大 连理 工大 学 出 版 
社 ,1990 年 ). 

事实 上 ,在 笔者 看 来 ， 鲁 氏 建立 扩张 轴 。 R 是 想 表明 , 仅 在 经 
典 物理 的 空间 意识 下 来 理解 实 轴 R 的 结构 是 不 可 能 彻底 的 . 换 
句 语 说 ,必须 提高 空间 层次 去 解读 实 轴 ( 一 维 物质 “ 底 ” 空 间 ) 才 
有 可 能 探知 其 真 谤 . TA | 
入 单子 的 用 意 所 在 . 

亦 即 鲁 氏 猜测 ( 悟 ) 到 ,直观 空间 的 深层 存在 着 高 层次 的 抽 
象 空间 ,至 少 认为 只 有 经 典 的 物理 空间 和 兴 尚未 证 实 的 高 层次 空 
间 一 起 ,才能 架设 起 真正 的 实 轴 一 一 一 维 物 质 空间 . 

其 实在 今天 看 来 , 鲁 氏 的 这 一 思想 已 表现 得 十 分 自然 了 . 比 
如 实 轴 的 有 理 数 结构 即 对 应 着 经 典 物理 空间 下 粒子 式 的 排列 着 
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的 结构 特征 . 那么 无 理 数 所 对 应 的 结构 特征 是 什么 7 这 时 可 以 
说 它 正 好 拟 合 着 单子 世界 ,也 正好 对 应 着 现代 物理 学 前 沿 中 空 
间 状 态 给 我 们 的 启发 . 

总 之 无 理 数 已 不 再 属 直观 空间 ,当然 也 不 再 满足 直观 空间 
下 的 直接 表述 特征 . 这 就 是 经 典 数学 在 揭示 实数 结构 时 对 无 理 
数 不 理 解 ,认为 它 * 无 理 ” 之 所 在 . 

事实 上 有 了 单子 概念 即 有 助 于 理解 无 理 数 了 . 

显然 所 有 单子 的 非 标 准 元 素 所 在 的 空间 应 该 仍然 在 实 轴 
上 ,只 是 它 的 层次 更 高 ,因而 更 抽象 ,所 以 直观 看 来 仍然 只 是 一 
条 “直线 ”罢了 . 

总 之 ,从 这 一 意义 来 理解 非 标准 分 析 即 可 发 现 , 它 具 有 非常 
深刻 的 思想 突破 . 不 仅 能 给 数学 思想 带 来 深刻 的 贡献 ,也 能 给 人 

_ 们 的 思维 带 来 深刻 的 启发 , 

: 今天 非 标准 分 析 仍 在 继续 发 展 着 , 不 过 只 在 数理 当 辑 下 来 
发 展 似 显 不 足 . 

(4) 公理 集合 论 . 在 康 托 集合 论 基 础 上 ,也 在 系列 悖 论 的 警 
示 下 ,也 是 在 哥 德 尔 不 可 判定 定理 的 制约 下 ,集合 论 的 发 展 必须 
谨慎 , 为 此 ,自然 想到 了 公理 化 方法 ,特别 是 应 该 建立 公理 系 , 因 
此 公理 集合 论 就 这 样 应 运 而 生 了 . : 

公理 集合 论 的 目标 ,总 体 说 是 继承 康 托 集 合 论 的 目标 
揭示 实 轴 的 根本 结构 ,以 探寻 数学 之 根 ;具体 说 是 为 证 明康 托 的 
“连续 统 猜测 “( 见 2. 4. 1 节 ) : 康 托 设 可 数 集 的 势 为 N。 ,不 可 数 集 
的 势 为 序列 Ni yi 一 1,2,…( 已 证 明 其 为 离散 序列 ) , 且 已 证 明 实 
数 集 是 不 可 数 集 , 其 势 可 记 为 28e。 ,那么 康 托 猜测 “2No 二 RN,”， 
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这 就 是 一 个 基本 的 连续 统 猜测 . 

由 “(3)” 亦 可 知 , 实 轴 的 连续 统 结构 至少 是 由 直观 空间 和 高 
层次 空间 构成 的 ,这 时 少不了 无 穷 概念 ,而 且 比 数学 过 去 遇 到 的 
无 穷 概念 更 为 深刻 、 更 为 复杂 . 也 的 确 如 此 ,至 今 公理 集 合 论 虽 
已 经 历 近 一 个 世纪 ,但 即使 在 其 公理 系 的 构建 上 也 还 没有 走 得 
出 “ 圈 ” 呢 . 

关于 集合 论 的 公理 系 ,最 初 有 多 人 从 多 条 思路 行进 ,但 主要 
的 只 有 两 系 , 一 个 是 贝尔 内 斯 - 冯 “。 诺 依 曼 - 哥 德 尔 的 BNG 系 , 另 
一 个 是 策 麦 洛 -弗兰克 尔 - 柯 恩 的 ZFC 系 , 如 今 流行 的 是 ZFC 系 . 
它 最 初 是 由 策 麦 洛 根据 康 托 猜测 提出 的 一 套 Z 系 ,后 为 弗兰克 
尔 修改 成 为 ZF 系 ,1963 年 为 年 轻 数学 家 柯 恩 证 明 ,ZF 系 与 康 
托 猜测 彼此 无 关 , 并 作出 进一步 修改 ,成 为 ZFC 系 . 

ZFC 系 由 九 个 公理 构成 ,它们 是 外 延 公理 、 空 集 公 理 、 无 序 
对 公理 ,正则 公理 ,替换 公理 \ 方 宕 公理 、 集 公理 ,无限 公理 ,选择 
公理 等 | 

但 是 ZFC 系 仍 不 能 解决 问题 ,主要 困难 在 于 中 自身 的 完备 
性 不 能 得 到 证 明 , 加 仍然 判定 不 了 康 托 猜测 是 否 正确 , @) 前 八 
个 公理 与 第 九 公理 的 关系 ,构成 了 一 个 新 的 “< 谜 "如 下 . 


2.8.3 选择 公理 之 谜 :公理 学 登 上 第 五 个 台阶 


选择 公理 ;在 一 个 集合 族 中 ,可 从 每 一 集合 中 选取 一 个 元 素 
构成 一 个 新 的 无 穷 集合 (2, 1, 2 节 , 例 3). 

显然 ,在 有 限 的 意义 下 选择 公理 是 十 分 自然 的 , 却 一 旦 涉及 
无 穷 怠 进入 迷 区 了 . 事实 上 上 至今 还 没有 一 种 方法 能 判定 选择 公 
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理 是 对 还 是 错 . 用 上 了 它 ,时 显 正确 ,时 显 矛 盾 . 同时 也 已 证 明 选 
择 公 理 与 连续 统 猜 测 还 是 相互 独立 的 ,因此 选择 公理 对 于 实现 
ZFC 系 的 目标 似乎 于 事 无 补 . 
同时 ， 也 说 是 选择 公理 之 谜 使 公理 学 登 上 了 它 的 第 五 个 台 
阶 , 其 特征 是 公理 学 又 一 次 进入 了 一 个 盲区 . 当年 来 自 (几何 原 
本 } 的 “第 五 公设 ”之 谜 算是 第 一 次 进入 盲区 . 最 后 是 以 产生 * 非 
欧 几何 ”的 革命 性 突破 而 走出 讶 区 . 那么 由 此 也 可 猜测 ,将 来 有 
望 在 “选择 公理 ”之 谜 被 突破 之 后 , 亦 会 给 数学 带 来 一 场 更 为 深 
刻 的 革命 吗 ? z 
总 之 ,这 就 是 公理 集合 论 的 现状 ,也 是 公理 学 的 前 沿 和 现 
状 . 看 来 公理 集合 论 离 “ 连 续 统 猜 测 ” 的 最 终 解 决 ,还 只 是 子 时 望 
晨星 . 我 们 认为 这 里 有 待 空间 意识 的 突破 有待“ 无穷” 概念 和 意 
识 的 深入 .“ 非 标准 分 析 ” 思 想 和 思维 在 这 里 是 很 有 用 的 . 同时 还 
应 该 接受 现代 物理 学 前 沿 理论 的 思想 启迪 才 是 . 也 就 是 说 , 随 着 
数学 深入 的 需要 ,必须 解放 思想 ,拓宽 思路 ,借鉴 多 种 科学 前 沿 
的 思想 ,必须 创造 更 为 深刻 的 数学 理论 和 更 新 的 数学 领域 才 是 
出 路 . 


2.9 ”公理 文化 与 公理 哲学 


在 几 十 年 前 谈 到 公理 ,容易 认为 这 是 数学 内 的 术语 . 却 在 今 
天 ,公理 术语 已 见 诸 一 般 学 术 刊物 ,包括 自然 科学 和 社会 科学 的 
了 . 可 见 公理 已 逐步 被 整个 知识 界 意识 到 了 ,这 是 科学 和 社会 发 
展 的 必然 ,是 好 事 . 
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但 这 里 更 要 表明 ,公理 从 来 都 是 作为 一 种 文化 存在 于 社会 

中 每 一 角落 的 . 同时 ,对 公理 作 思 辨认 识 会 发 现 , 其 中 的 确 蕴涵 
着 丰富 哲理 . 

原来 公理 文化 也 是 一 种 自然 规律 ,是 社会 的 必然 . 不 管 你 意 


识 到 它 与 否 , 都 得 这 样 执 行 ,只 是 意识 到 它 以 后 , 作 有 意识 地 推 


进 将 有 利于 人 类 事业 得 到 更 快 发 展 . 
2.9.1 科学 中 的 公理 :意识 下 的 公理 行为 


如 今 在 科学 论著 、 科 学 文献 中 ,人 们 已 习惯 于 用 公理 ,假设 
之 类 术语 了 ,这 是 有 意识 的 公理 行为 , 例如 说 新 古典 经 济 学 常常 
是 在 “完全 理性 人 假设 下 来 研究 的 , 意 即 假设 经 济 人 只 和 攒 理智 
思维 来 从 事 经 济 活动 ,舍弃 了 对 其 心理 行为 因素 的 考虑 . 显然 这 
在 今天 看 来 ,是 很 不 全 面 的 ,但 它 那 样 假设 倒 更 容易 研究 ,更 容 
易 作 定量 描述 ,因此 更 容易 得 到 漂亮 成 果 . 可 是 如 果 它 不 明确 提 
出 完全 理性 人 的 前 提 假设 , 则 会 因 其 结论 与 真正 经 济 人 的 运作 
因素 差异 大 ,必然 与 实际 不 符 甚至 非常 不 符 , 也 就 算 不 上 漂亮 成 
果 了 , 可 见 这 时 明确 提出 公理 前 提 是 何等 重要 . 

正如 所 述 ,科学 中 的 公理 意识 也 是 随 着 时 代 的 发 展 而 逐步 
上 升 成 的 ,即使 当初 牛顿 也 还 没有 这 一 意识 ,因此 才 有 其 该 谐 地 
说 法 ,“ 我 不 需要 假设 ” 还 是 在 进入 20 世纪 以 后 人 们 在 整理 相 
对 论 时 才 指 出 了 牛顿 理论 的 “不 变 光速 .不 变 时 空 、 平 直 空间 ” 公 
理 (前 提 ) 实 质 . 由 此 也 进一步 证 实 了 “没有 绝对 真理 "这 一 实质 

此 外 也 看 到 ,科学 的 公理 意识 是 稍微 游 后 于 数学 的 ,不 能 不 
说 科学 中 公理 意识 的 形成 与 借鉴 数学 的 公理 化 思想 和 公理 学 理 
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论 是 不 无 关系 的 . 
“.9.2 生活 中 的 公理 :无 意识 下 的 公理 行为 


1. 生活 交流 中 存在 的 公理 

生活 交流 中 也 到 处 存在 着 公理 现象 ,只 是 往往 显得 有 些 隐 
降 或 者 模糊 罢了 . 不 过 一 旦 有 了 公理 意识 就 不 难 发 现 它 的 存在 
了 ,这 里 不 妨 以 例 示 之 . 

例 1 组 长 来 到 会 议 室 ,看 到 只 有 一 个 人 在 场 ,互相 点 了 点 
头 后 组 长 问 “ 怎 么 没有 人 呐 ?" 通 常人 们 把 这 一 事实 作为 语言 笑 
话 来 谈 ,其 实 这 不 是 笑话 ,而 是 一 种 普遍 存在 的 也 是 一 种 自然 的 
现象. 这 里 仍然 有 个 公理 一 即 “ 在 场 的 人 除外 ”, 只 是 未 作 语言 
声明 , 仅 是 隐藏 在 情景 之 中 作为 两 人 公认 的 前 提 ( 公 理 ) 而 存在 
EE z 

例 2 当年 哥伦布 在 一 间 酒 吧 里 , 面 对 一 伙 奚 落 他 的 不 逮 之 
徒 , 指 着 介 上 一 个 熟 鸡蛋 问 ,你 们 能 把 它 立 在 桌子 上 吗 ? 结果 一 
个 个 都 试 了 ,全 都 不 行 . 只 见 哥伦布 拿 起 鸡蛋 重重 地 杆 向 桌子 ， 
蛋 立即 意 立 起 来 了 , 伙 徒 们 这 才 醒 司 到 ,原来 他 们 脑子 里 都 有 -- 
个 通常 的 前 提 ( 公 理 ) , 蛋 是 不 能 弄 破 的 ,这 在 此 时 此 地 已 是 多 余 
的 了 . . . 

2. 辩论 方 知 公理 过 

先 看 一 例 , 有 一 状 题 ,“ 是 笼 中 烷 养 的 鸟 幸福 还 是 林 中 更 食 
的 鸟 幸福 ?” 显 然 辩论 双方 都 有 丰富 的 理由 ,但 是 辩 来 辩 去 会 发 
现 ,原来 只 是 个 “什么 叫 幸福 ”的 概念 之 争 . 实际 上 只 要 把 什么 是 
幸福 这 一 概念 或 叫 观念 统一 起 来 就 什么 都 明白 了 . 须知 这 里 统 
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一 的 概念 就 是 公理 一 “共同 遵守 的 道理 ， 

又 如 ,对 于 那个 脸 灾 人 口 的 故事 “儿童 争 日 ", 其 中 争论 的 焦 
点 仍然 是 个 “什么 叫 大 ”的 概念 统一 问题 . 原来 一 个 是 以 太阳 光 
的 强 赚 取 大 ,一 个 是 以 看 到 的 太阳 “ 饼 ” 大 小 取 大 , 焉 有 不 争辩 
et . 
再 如 , 问 “ 是 一 碗 稀饭 多 还 是 一 碗 干 饭 多 ?” 甲 说 当然 是 一 碗 
干 饭 多 , 乙 不 赞成 ,理由 是 一 碗 干 饭 尚 能 加 上 一 标 汤 , 而 一 碗 稀 
饭 却 不 能 . 显然 这 里 争论 的 焦点 仍 在 “多 ”的 定义 一 -公理 界定 
问题 上 . | 

其 实 , 稍 许 注意 即 可 见 , 几乎 所 有 辩论 .所 有 争执 都 将 轨 为 
或 至 少 存在 概念 上 的 矛盾 . 即使 说 是 观点 的 不 同 ,最 终 还 是 个 概 
念 不 统一 的 问题 ,不 是 码 ? 真是 辩论 方 知 公理 乏 啊 . / 

那么 ,为 什么 总 是 在 辩论 时 才 知 道 公 理 的 缺乏 和 对 公理 的 
需求 呢 ? 当然 这 里 “辩论 ”也 包括 思维 和 研究 时 的 “自我 辩论 ” 
换 句 话说 就 是 在 越 是 研究 问题 , 越 是 深入 问题 的 时 候 , 对 概念 的 
明晰 性 要 求 即 越 高 ,否则 研究 将 深入 不 下 去 . 反之 ,在 愈 是 粗放 、 
愈 是 简略 认识 问题 或 一 般 生 活 交 往 , 对 概念 的 要 求 则 愈 要 低 
一 些 . 有 ; 

总 之 ,概念 之 本 是 由 浅 至 深 地 以 多 个 层次 客观 地 存放 在 大 
自然 中 的 ,人 们 只 须根 据 自己 的 需要 去 发 掘 它 . 当 一 个 概念 有 必 
要 作为 大 家 承认 、 共 守 的 东西 时 就 是 公理 . 

3. 社会 治理 中 的 公理 行为 

这 应 该 属于 无 意识 下 的 公理 活动 . 这 里 仅 举 两 点 : 

(1) 法 律 是 社会 的 公理 . 都 知道 法 律 一 经 颁布 ,原则 上 不 管 
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你 赞 不 赞成 , 理 不 理解 都 得 遵守 ,只 有 立法 机 构 比 如 我 国 的 人 民 
代表 大 会 才 有 权 修 改 、 有 权 解 释 , 这 对 于 一 个 普通 百姓 来 说 ,不 
就 是 一 种 不 加 证 明 而 直接 采用 的 公理 模式 吗 ? 不 就 是 一 种 典型 
的 公理 行为 吗 ? 

(2) 在 社会 治理 中 少不了 这 样 那样 的 政策 法规. 条例 、 规 
定 、 公 约 和 纪律 等 ,甚至 包括 地 方 传统 文化 中 一 些 不 成 文 的 “ 规 
和 矩 ”"、 风 俗 .习惯 和 "“ 潜 规则 ”等 ,显然 都 是 一 些 符 合 公理 定义 的 公 
理 以 及 公理 行为 . 

看 来 不 仅 科学 需要 公理 ,社会 生活 一 样 需要 公理 ， 


0 公理 文化 说 


1. 公理 文化 的 客观 存在 

已 经 看 到 ,公理 是 一 种 客观 存在 ,是 种 自然 规律 它 它 至 少 在 
产生 语言 时 即 已 “ 潜 ” 入 到 我 们 的 生活 交往 中 了 ,形成 千古 文化 , 永 
不 磨灭 ,而 且 还 在 发 展 . 那 就 是 当 人 类 认识 到 特别 是 意识 到 它 之 
后 , 便 主动 去 利用 它 ,增进 它 的 结果 , 已 讨论 到 的 数学 公理 发 展 史 
和 科学 研究 .社会 治理 中 有 意识 的 公理 思想 与 公理 行为 ,都 是 人 们 
意识 到 公理 之 后 的 积极 表现 . 所 以 我 们 说 ;人 类 文化 中 不 仅 有 个 公 
理 文化 ,而 且 还 是 一 个 得 到 不 断 发 展 增强 的 文化 ， 

2. 公理 行为 是 一 种 修养 四 

尽管 说 一 个 未 意识 到 公理 的 人 ,只 要 是 个 正常 人 都 会 在 其 
言行 中 执行 着 公理 ,但 也 不 能 不 说 只 有 有 意识 的 公理 行为 才 算 
得 上 公理 修养 . 这 种 修养 主要 表现 在 两 个 方面 . 一 个 是 在 业务 活 
动 方面 ; 另 一 个 是 在 公共 交往 ,交流 方面 . 前 者 表现 为 主动 运用 
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公理 且 对 概念 很 重视 ,从 科学 研究 中 对 概念 的 明细 要 求 到 技术 
服务 中 合同 .协议 的 签订 都 是 如 此 . 后 者 表现 为 重视 事物 的 前 
提 , 增 强 了 公理 意识 和 思维 的 严密 性 ,从 社会 科学 研究 到 社会 生 
活 交往 都 是 如 此 . 比如 社会 中 一 些 粗 枝 大 叶 的 人 与 一 些 细心 说 
愤 的 人 ,其 差别 往往 即 表 现在 对 公理 前 提 和 概念 的 重视 程度 上 . 

3. 公理 文化 的 遐思 

一 个 没有 公理 的 理论 只 能 是 个 无 根 之 木 .无 “ 基 ” 之 谈 ,一 个 
失去 公理 制约 的 群体 只 能 是 乌 合 之 众 . 那么 ,如 果 公 理 太 多 又 将 
怎样 呢 ? 比如 一 个 线性 规划 模型 ,如 果 它 的 约束 条 件 (公理 
多 到 使 其 可 行 域 缩 成 空 集 了 ,还 有 什么 意义 ? 

对 于 一 个 社会 ,公理 过 多 会 失去 民主 ,公理 不 足 会 失去 集 
中 . 两 者 都 是 不 正确 的 . 真理 只 在 其 间 ; 也 就 是 孔子 说 的 “中 庸 ” 
才 是 道 . ll 
端 , 最 优 状态 只 在 其 间 ， 

失去 民主 的 集中 容易 产生 腐败 ， 和 
专制 . 同 理 ,没有 权利 的 义务 和 没有 义务 的 权利 都 是 错误 的 . 这 
就 是 说 公理 组 ,公理 系 都 有 个 “ 度 ” 一 既 不 可 多 也 不 可 少 的 机 
理 所 在 . 当然 这 个 “ 度 " 也 是 因 事 、 因 时 、 因 条 件 而 不 断 变 动 着 的 . 
这 也 是 公理 文化 丰富 性 的 一 种 表现 . 


2.9.4 “公理 的 哲学 思考 


1. 万 物 几 有 个 底 ”， 
但 凡 建 筑 都 有 个 相对 的 基底 . 这 个 底 只 有 适当 深度 ,不 可 建 
在 绝对 深度 之 上 ,否则 把 地 球 控 穿 反 便 没 有 底 了 . 无 独 有 侦 , 一 
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] 学 科 , 一 套 理论 都 有 个 相对 的 “ 底 ”, 没 有 绝对 的 “ 底 ”. 这 是 为 

什么 ? 简单 说 这 就 是 哲学 ,具体 说 是 逻辑 使 得 这 样 的 虚实 二 像 
走 到 一 块 了 . 亦 即 世上 一 切 事 和 物 都 将 遵从 一 个 共同 的 逻辑 规 
律 . 其 中 * 事 ”也 包括 一 切 信息 运作 和 思维 活动 . 这 是 因为 根据 相 
对 论 原 理 ,逻辑 是 宇宙 运行 产生 的 一 种 机 制 , 它 具有 所 谓 “ 鞭 ?型 
的 动力 学 特征 (如 图 2 - 5). 亦 即 在 这 一 体系 中 以 任 一 初始 段 作 
为 前 提 ( 相 当 于 事物 的 底 ,或 数学 中 的 公理 系 ), 往 后 将 会 形成 一 
个 领域 ,构成 一 个 “ 蒜 " 型 


”图 2- 5 大 小 区 

总 之 ,万 物 第 有 一 个 底 , 这 个 “ 底 ? 就 是 公理 ， es 
遍 存 在 公理 这 一 实质 的 机 理 所 在 . 

注 中 一 个 声明 : 这 里 也 应 ( 勿 须 声明 地 ) 执 行 一 一 个 公理 ,此 
即 所 述 “ 万 物 ” 中 不 应 该 包括 整个 客观 世界 (叫做 大 自然 ) ;否则 
即 路 入 “一 切 集合 的 集合 "人 悖 论 了 . 已 知 ,数学 对 这 样 的 逻辑 悖 论 
都 只 能 采取 “回避 ”的 方式 . 我 们 这 里 当然 也 只 能 “回避 ”了 ， 

四 一 个 推论 : 真理 也 是 相对 的 . 既然 万 物 都 有 个 底 ,因此 一 
切 真理 也 都 有 个 底 . 那 就 是 说 ,其 底 稍 作 改 变 真理 都 将 改变 . 这 
就 是 一 种 相对 性 表现 . 换 句 话说 ,真理 也 是 有 条 件 的 . 


。121 . 


数学 思想 赏析 


2. 概念 (定义 ) 再 认识 

已 经 知道 ,概念 是 脑子 里 对 一 个 客观 事物 的 反映 ,强调 的 是 
该 事物 的 本 身 , 简 述 为 “是 什么 ”; 定义 是 对 脑子 里 的 概念 做 出 的 
表述 ,要 求 它 语言 简练 .精确 , 但 对 事物 本 身 只 是 一 个 抽象 和 了 映 
射 ,不 可 能 做 到 “是 什么 ”", 因 此 只 要 求 做 到 “ 像 什 么 ” 不 过 毕竟 
概念 与 其 定义 是 很 近 的 ,通常 即 可 作 等 价 用 . 本 段 亦 将 如 此 , 本 
段 将 在 既 有 的 概念 认识 基础 上 围绕 概念 的 公理 性 作 一 些 进一步 
的 哲学 思考 . 

(1) 已 谈 及 定义 有 两 个 功能 ,一 个 是 用 于 描述 概念 ,以 利 陈 
述 , 交 流 . 另 一 个 是 用 作 公 理 ,作为 论述 ,推理 的 基底 .制约 和 规 
则 . 强调 前 一 功能 者 叫做 描述 性 定义 ,强调 后 一 功能 者 叫做 公理 
性 定义 . : z 

(2) 概念 是 棵 “ 树 ”, 通常 是 从 枝 梢 开始 向 着 主干 逐步 深信 
的 .“ 枝 梢 ”对 应 着 生活 中 粗糙 .模糊 ,简单 化 的 情形 . 随 着 问题 的 
深入 或 细致 ,要 求 对 概念 的 认识 应 沿 着 概念 之 树 由 上 往 下 、 自 冠 
向 干 逐步 深入 ,表现 为 越 来 越 严 格 ,清晰 , 有 过 科研 经 历 的 人 或 
见 过 法 律 辩护 的 人 抑或 参加 过 争辩 的 人 都 会 有 这 一 体会 . 这 也 
是 “辩论 方 知 公理 乏 ” 之 下 的 一 种 自然 深入 过 程 . 

(3) 概念 的 产生 是 一 种 知识 的 升华 ,意识 的 提升 , 它 来 自 对 
客观 事物 的 感悟 , 受 客 观 事 物 的 激发 ,对 客观 事件 的 感慨 和 感 
触 . 总 之 ,概念 是 一 种 精神 和 意识 上 的 升华 . 悟性 强 的 人 更 容易 
产生 新 概念 ,所 以 应 该 加 强 这 一 修养 

(4) 同一 概念 可 被 多 人 独立 发 现 . 比如 赏析 一 中 讲 到 的 加 乘 
概念 几乎 在 每 个 古老 民族 都 有 其 自己 的 一 套 , 尽管 方式 (技术 ) 
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各 有 不 同 ,但 概念 (思想 ) 是 一 致 的 . 又 如 对 微分 概念 的 发 现 不 仅 
在 17 世纪 初 几乎 同时 分 别 被 英国 牛顿 从 运动 学 角度 发 现 和 德 
国 莱 布 尼 兹 从 几何 学 角度 发 现 , 还 在 19 世纪 初 被 法 国库 尔 洛 
(“边际 分 析 ”) 从 经 济 学 角度 重新 发 现 ,这 些 都 说 明 概 念 是 客观 
存在 的 ,人 人 都 可 能 重新 去 发 现 它 、 深 化 它 . 

(5) 定义 的 利弊 谈 . 说 到 定义 ,往往 只 想到 它 的 意义 ,认为 它 
只 有 好 处 . 的 确 , 应 该 承认 一 个 定义 从 没有 产生 到 产生 是 个 思维 
的 跃升 ,是 一 个 创造 . 有 了 定义 ,人 们 在 思维 .辨识 .交流 中 即 有 
了 依据 . 

但 是 ,从 另 一 方面 看 , 如果 对 定义 认识 不 足 也 会 产生 “ 商 
端 ” 主要 的 是 ,定义 也 容易 使 人 产生 麻 兽 ,往往 无 意识 地 感觉 到 
事情 就 此 止步 了 .到 项 了 . 比如 经 典 物理 学 突破 了 分 子 概念 即 进 
入 到 现代 物理 学 ,经 典 生物 学 突破 了 细胞 概念 即 进入 到 现代 生 
物 学 等 的 艰苦 经 历 和 卓越 历史 ,都 说 明了 突破 原 有 概念 之 难 . 这 
是 为 什么 呢 ? 

问题 就 在 于 ,未 产生 突破 意识 之 前 , 原 有 概念 即 在 无 意识 中 
成 了 思维 的 边际 和 “止步 牌 ”, 以 致 形成 所 谓 “ 习 惯 思维 ”， 

比如 一 般 “ 脑 筋 急 转 弯 ” 训 练 题 往 往 都 是 对 这 些 “ 习 惯 思 
维 "“ 概 念 麻痹 ”的 挑战 ,人 们 一 旦 认识 到 它 了 , 即 不 难 承认 这 是 
较为 常见 的 潜意识 中 的 精神 现象 , 它 暗暗 地 影响 着 我 们 ,主要 
是 从 负面 阻碍 着 我 们 的 突破 和 创造 . 

(6) 突破 往往 发 生 在 概念 处 . 观察 表明 ,一 个 发 明 创造 或 思 
想 突破 往往 发 生 于 加 产生 一 个 新 概念 ;四 对 一 个 既 有 概念 的 突 
破 . 因此 可 说 突破 也 是 针对 “概念 麻痹 "和 “习惯 思维 ”而 来 的 , 比 
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如 在 见 惯 不 惊 的 生活 中 第 一 次 提出 人 存在 “习惯 思维 ”这 一 现象 
和 概念 ,就 是 一 个 突破 ;第 一 次 指出 社会 中 有 “ 非 组 织 ” 现 象 也 是 


一 个 突破 . 每 次 突破 都 在 人 们 心灵 里 展现 出 一 片 新 领地 ,对 客观 
世界 的 认识 产生 一 次 深入 . 
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黄 析 二 
周期 及 其 数学 欣赏 


3. 1 周期 感叹 


日 月 经 天 ,江河 行 地 , 花 开花 落 、 春 去 秋 来 ,大 气 轮回 .生命 
途 代 ,周而复始 .循环 往复 “人 盘古 "开天辟地 以 来 都 是 这 样 . 自 
从 有 了 人 类 就 意识 到 了 它 , 相 应 词汇 类 也 越 来 越 多 ,诸如 回复 、 
振动 旋转、 交替、 选 荡 .起伏 . 

不 类 什么 时 候 人 类 提升 出 了 “周期 ”这样 一 个 量化 概念 ,十 
分 够 人 玩味 的 . 尽管 说 周期 ,周期 函数 ,中 学 时 即 已 熟悉 ,但 不 
能 不 承认 ,只 有 在 今天 , 当 我 们 具备 高 等 数学 知识 ,再 来 “ 咀 鄙 ” 
这 一 周期 概念 时 , 才 会 有 其 丰富 内 容 , 甚 至 会 使 你 重新 发 现 周 
期 .重新 感悟 周期 ， 

《道德 经 》 说 “ 道 动 而 生 逆 ”, 这 实际 上 就 是 对 客观 世界 周期 


* 125 ， 


数学 思想 赏析 


规律 的 一 种 感悟 . 

的 确 ,可 以 说 正 是 在 “周期 ”这 个 概念 的 促进 下 ,人 们 才 越 
来 越 深 入 地 加 强 了 对 客观 世界 的 理解 . 

如 今 , 周 期 概念 不 仅 广泛 用 于 生活 ,更 在 好 多 科学 门类 中 
形成 了 相应 的 学 科 分 支 ,比如 物理 科学 中 的 波动 学 .振动 学 ,经 
济 科 学 中 的 经 济 周期 理论 , 天 文学 中 的 天 体 轨道 理论 等 ,特别 
是 数学 中 的 “周期 数学 "最 为 基础 ,也 最 为 基本 . 

直接 说 来 ,本 章 将 从 科普 角度 出 发 ,结合 着 介绍 周期 数学 
广泛 的 理论 成 果 ,回顾 物理 科学 上 光辉 的 实际 应 用 ,展示 社会 
生活 上 普遍 的 存在 现实 ,以 致力 于 提高 思想 认识 ,增强 对 “周期 
世界 ”的 感悟 ,最 终 增强 我 们 的 能 力 . 

这 里 “能 力 ” 应 包括 从 实践 中 提取 数学 概念 的 能 力 , 在 新 概 
念 下 进行 数学 推理 的 能 力 和 将 数学 成 果 运 用 于 实践 时 的 再 创 
造 能 力 . : : 

抽象 说 来 ,本 章 是 为 了 说 明 , 理 论 (包括 周期 理论 ) 是 一 种 
抽象 它 来 自 实际 , 却 又 高 于 实际 ,因而 它 又 不 是 实际 . 可 是 实 
际 (实践 ) 要 能 得 到 提升 却 又 离 不 开 理 论 ,因为 它 既 能 指导 实践 
又 能 对 实践 产生 认识 上 的 深化 . 

最 后 让 我 们 来 作 一 个 “ 打 油 ” 式 的 总 结 ， 

生活 中 “周期 * 普 遍 ,升华 则 产生 了 周期 概念 ; 

周期 理论 精确 优美 ,用 于 实践 却 又 不 然 ; 、 

个 中 思想 诱 人 兴趣 ,个 中 原理 发 人 感叹 ; z 

这 就 是 周期 的 魅力 ,这 就 是 理论 与 实践 的 “悬念 ”; 

所 以 才 有 今天 周期 数学 ,周期 技术 的 丰富 多 彩 和 内 容 
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灿烂 . 
3.2 周期 概念 初步 
3.2. 1 浅说 概念 


概念 有 两 个 含义 . 一 个 是 作为 动词 的 概念 ,又 叫 概念 化 ; 另 
一 个 是 作为 名 词 的 概念 ,将 看 到 它 类 似 于 定义 但 又 不 同 于 
定义 . | 

概念 化 是 形成 概念 的 前 提 , 阶 段 和 过 程 ,或 说 是 一 个 步骤 ， 
十 分 重要 . 其 重要 性 不 在 别 的 , 仅 在 于 概念 化 是 一 种 意识 上 的 
升华 , 它 能 从 客观 存在 的 现象 中 经 过 精神 上 的 “提升 "而 成 为 主 
观 意识 中 的 一 种 认识 . 这 是 只 有 充分 进化 了 的 人 类 才 可 能 有 的 
一 种 能 力 . a 是 谈 不 上 
意识 中 形成 概念 的 . 

此 外 也 必须 看 到 ,概念 化 成 的 东西 并 不 就 是 原 事物 ( 原 对 
象 ) 原 原本 本 的 写照 ,而 是 可 能 作 了 抽象 加 工 的 . 这 种 加 工 可 能 
抛弃 某 些 他 认为 次 要 的 或 “无 用 ”的 成 分 ,只 留 下 “有 用 ”的 , 精 
华 的 东西 ,使 得 概念 化 成 的 东西 在 更 高 层次 上 成 为 更 有 意义 的 
东西 . 

相对 说 来 ,概念 则 是 在 脑子 里 将 上 述 “ 概 念 化 ”的 客观 事物 
主观 化 了 的 东西 ,是 进行 了 逻辑 整理 后 得 到 的 一 种 形式 . 通常 
更 是 指 进一步 将 脑子 里 呈现 出 的 这 一 客观 事物 用 主观 语言 (可 
以 是 口语 ,文字 ,符号 .肢体 等 的 各 种 语言 ) 表 现 出 来 的 叫做 
概念 . 
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特别 地 , 当 其 描述 的 语言 精练 .简洁 ,具有 “命题 ? 式 特征 
时 , 叫 这 样 的 概念 做 定义 . 概念 与 定义 常常 被 认为 是 完全 一 至 
的 . 本 着 “对 看 似 相同 的 知识 应 力求 找 出 它们 的 差异 点 ;对 看 似 
不 同 的 知识 应 力求 找 出 它们 的 共同 点 ”的 经 验 , 这 里 特别 指出 
它们 的 差异 点 , 那 就 是 ; 概念 是 回答 “是 什么 ”的 ,强调 客观 性 ; 
定义 是 回答 “ 像 什么 ”的 ,具有 主观 性 . 


3 周期 概念 的 形成 


1. 周期 的 概念 化 过 程 

把 上 述 概念 化 过 程 用 于 描述 周期 的 形成 过 程 容易 看 到 , 尽 
管 客观 世界 中 周期 现象 从 来 都 存在 在 那里 ,比如 太阳 落下 了 又 
要 起 来 ,春天 去 了 又 要 回来 , 花 儿 谢 了 又 要 开放 等 ,即使 人 的 前 
身 一 一 猿 、 猴 时 期 也 都 天 天 能 看 到 、 感 受到 ,但 在 其 大 脑 思 维 功 
能 尚未 正式 形成 之 前 ,或 说 在 人 的 显 意识 和 思维 还 没有 正式 形 
成 之 前 ,人 ( 猿 ) 对 这 些 周 期 现象 仍然 是 视而不见 、 听 而 不 闻 的 ， 
或 说 是 毫 无 意识 .熟视无睹 的 . 仅 当 人 的 显 意识 进化 到 能 够 对 
这 些 现象 提出 问题 , 问 个 为 什么 或 感到 惊讶 时 , 才 意味 着 概念 
化 能 力 的 开始 . 当 其 进一步 进化 到 能 对 这 些 现 象 作 出 总 结 . 归 
纳 时 ,概念 化 的 升华 才 得 以 产生 . 

总 之 ,人 类 在 客观 世界 从 来 就 有 的 周期 现象 面前 ,存在 一 
个 无 意识 时 期 和 过 渡 到 的 有 ( 显 ) 意 识 时 期 . 概念 化 过 程 即 存在 
于 显 意识 时 期 . 这 时 又 分 作 两 个 阶段 一 一 提问 (包括 警觉 ) 阶 段 
和 归纳 (升华 ) 阶 段 . 终于 形成 一 个 周期 原理 . 

周期 原理 :认识 到 对 于 永远 处 于 运动 状态 的 自然 和 大 自然 
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一 切 事 物 中 都 可 能 存在 周期 或 周期 性 ,值得 我 们 以 周期 的 
观点 去 认识 它 或 致力 于 寻找 它 的 周期 或 周期 性 ,这 就 叫做 周期 
原理 . 

2. 周期 概念 与 定义 

根据 “概念 ”的 定义 (本 段 * 一 ”), 只 要 归纳 上 述 种 种 现象 ,所 
得 到 的 即 是 周期 概念 了 . 它 可 以 用 比喻 ,举例 等 各 种 方式 来 描 
述 , 不 拘 形 式 . 将 其 稍 作 简练 .明确 地 人 撤 述 即 成 为 周期 的 定义 了 . 
比如 下 面 的 叙述 即 可 作为 周期 的 一 种 定义 . 

定义 1 周期 现象 是 个 等 量 的 重复 过 程 把 这 时 的 “等 量 ” 叫 
做 它 的 周期 . 

比如 ,自古 已 经 观察 到 ,除了 自然 界 中 日 .月 、 年 的 “重复 ”; 
生物 界 中 的 花 果 轮回 .生命 “重复 ”生活 中 的 起 居 重 复 、 饥 俄 重 
复 等 种 种 等 量 重复 现象 外 ,还 有 人 为 的 等 量 重复 实践 ,诸如 用 尺 
做 长 度 的 度量 ,用 斗 做 ( 谷 米 的 ) 容 积 度 量 ,乃至 计量 汽车 行 出 的 
里 程 等 ,都 是 一 些 等 量 重复 过 程 ,也 就 是 周期 过 程 . 

还 要 注意 到 这 里 “重复 ”的 含义 有 两 个 ,一 个 是 度量 方式 或 
时 间 单 位 的 重复 ， RD 时下 区 的 
定义 2 中 即 能 着 得 更 清楚 . 

随 着 科学 的 发 展 ,人 类 对 周期 世界 的 认识 越 来 越 深 入 越 来 
越 细致 了 . 比如 发 现 一 种 螨虫 每 七 年 才 一 个 生命 周期 , 即 每 七 年 
出 土 繁殖 .兴旺 一 次 . 又 如 大 熊猫 的 主要 食 源 一 一 箭 竹 ,每 七 十 
六 年 开 一 次 花 , 使 熊猫 遭受 一 次 动 难 . 再 则 ,从 总 体 上 说 地 球 上 
的 水 也 是 作 周 期 循环 的 ,否则 陆地 上 的 水 流 归 大 海 后 即 不 再 (从 
天 上 ?回来 , 那 就 不 是 今天 的 地 球 了 (但 遗憾 , 溶 于 水 的 矿物 如 盐 
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类 流入 大 海 后 不 能 自然 循环 ). 甚至 比如 哺乳 动物 种 群 的 灭绝 让 
有 个 周期 . 2006 年 10 月 某 报 载 ,荷兰 考古 学 家 简 。 万 。 达 姆 通 
过 对 过 去 2200 万 年 中 已 灭绝 的 132 种 哺乳 动物 化 石 考察 发 现 
地 球 上 每 隔 250 万 年 便 会 出 现 一 次 哺乳 (高 等 ) 动 物 大 灭绝 其 
起 因 被 认为 是 地 球 绕 日 轨道 有 个 以 250 万 年 为 周期 的 “椭圆 
图 一 梢 圆 ” 周 期 性 变动 . 

总 之 可 见 , 周 期 是 个 等 量 的 重复 过 程 . 


4 23 周期 的 基本 性 质 及 在 实践 上 的 深入 


性 质 1 在 周期 概念 下 ,利用 有 限 可 以 作 无 益 度 量 (常常 形 
象 地 说 成 “用 有 限 可 以 度量 无 穷 ”). 

根据 上 述 分 析 , 这 是 容易 理解 的 . 那么 , 反 过 来 是 否 可 以 说 ， 
要 做 无 穷 度 量 必 须 是 周期 的 呢 ?9 这 点 留 作 思考 ,以 后 再 作 回 答 . 

性 质 2 周期 是 客观 事物 中 一 种 基本 的 规律 . 

试想 我 们 通常 所 说 的 “研究 ”, 本 质 是 什么 ?其 实 , 这 对 于 运 
动 着 的 事物 来 说 就 是 “ 找 规律 ”, 而 最 为 基本 的 规律 就 是 寻找 其 
中 的 周期 特征 . ee 
一 个 规律 ,就 是 一 项 成 果 . 

性 质 3 周期 的 机 理 来 自 旋转 . 

换 句 话说 ,旋转 或 回转 是 产生 周期 现象 的 客观 机 制 . 亦 即 任 
何 一 个 周期 现象 背后 都 存在 一 个 具有 旋转 实质 的 机 理 . 不 过 这 
”里 尚 难以 对 它 作出 严格 证 明 ,只 能 作为 一 种 观测 .定律 或 说 “ 狂 
测 ” 叙 述 出 来 ,不 再 深入 . 

性 质 4 周期 不 必 是 时 间 意 义 的 . 
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或 说 “周期 ”中 强调 的 只 是 * 周 ”( 循 回 ) 而 不 是 “期 ”"( 时 期 ). 

从 上 述 诸 例 已 经 看 到 ,周期 概念 不 一 定 是 个 时 间 ( 期 ) 概 念 ， 
亦 即 可 以 不 用 时 间 来 计量 ,只 要 是 等 量 的 重复 过 程 入 可 . 或 说 这 
里 的 “期 "已 被 抽象 化 了 . 

例 从 农历 的 编制 可 看 出 古代 人 类 对 周期 认识 的 深入 性 . 
农历 又 吊 阴 历 , 旧 历 , 皇 历 、 阴 阳历 什么 的 ;总 地 可 称 它 们 做 古代 
历法 . 奇 而 不 奇 的 是 几乎 所 有 古老 民族 都 自然 地 创造 出 目 己 的 
历法 ,都 不 谋 而 合 地 表现 为 以 农耕 需求 为 背景 ;对 日 ,月 运转 中 
各 种 周期 现象 和 天 象 气候 中 种 种 周期 现象 的 细致 观察 .总 结 、 归 
纳 和 利用 . 其 实 这 正 是 人 类 意识 共同 进化 的 一 个 例证 ,是 人 类 进 
化 程度 的 一 种 体现 . 


3. 3 ”周期 数学 ;周期 的 函数 认识 


现在 将 周期 概念 在 定义 1 的 基础 上 再 作 一 次 提升 . 这 就 进 
入 到 了 周期 数学 的 范畴 . 本 节 是 在 数学 意义 下 对 周期 的 数学 定 
义 和 初 等 的 周期 函数 作出 个 简略 的 描述 . (本 节 内 容 可 参见 《 周 
期 函数 初 论 }, 宣 立新 等 著 , 安 徽 教育 出 版 社 ,1990 年 ) 


3.3.1 关于 周期 函数 


定义 2 〈 周 期 函数 ,周期 ) :对 于 函数 f(x) ,如 果 存 在 一 个 
实数 六 0 满足 f(x 十 PD 二 f(x 一 pp) 一 了 f(z) 下 工作 下 E 庆 【大 
的 定义 域 ), 则 称 f(z) 是 个 周期 函数 ,p 称 做 它 的 一 个 周期 ,周期 
集合 中 存在 最 小 者 ( 记 为 po), 称 之 为 最 小 周期 . 
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注 1 根据 定义 2 即 可 看 到 ,定义 1 中 所 说 “等 量 重复 "的 含 
义 其 实 有 两 种 . 种 是 指 自 变量 的 等 芋 重 复式 的 增 ( 减 ); 另 一 各 
是 函数 值 的 等 重重 复 . 

注 2 ”对 于 周期 函数 的 定义 可 有 多 种 ,仅仅 对 这 一 “定义 ”的 
研究 也 是 较为 丰富 的 . 比如 根据 对 定义 的 定义 ,定义 不 必 全 等 于 
概念 ,所 以 不 同 的 定义 不 一 定 都 等 价 , 这 里 (定义 2) 只 选择 了 一 
个 较为 流行 的 定义 . z . 

注 3 仅 就 周期 函数 的 定义 域 (D(P) 作 不 同 的 讨论 ,也 可 
有 多 种 周期 函数 的 研究 内 容 . 诸如 有 以 连续 实 轴 、 实 轴 上 的 子 集 
合 ,以 及 复 平面 、 复 平面 的 子 集 等 (后 者 将 在 后 面谈 到 ) 作 为 定义 
域 的 研究 者 . 

注 4 尽管 可 以 说 关于 周期 函数 的 初等 研究 已 较 成 熟 , 但 是 
至 今 在 这 方面 仍然 不 断 有 论文 发 表 ,可 见 周 期 函数 的 实践 和 理 
论 都 是 十 分 丰富 的 . 


3. 3.2 周期 函数 的 一 般 性 质 


性 质 1 周期 溺 数 的 定义 域 都 是 趋向 无 穷 (co) 的 . 

这 是 容易 证 明 的 . 因为 对 于 周期 为 p 的 函数 f(x), 据 周期 
函数 定义 应 有 f(z 十 p) 二 了 f(z) , 亦 即 zx 十 pE DC), 以 此 类 推 ， 
可 有 f(z 十 np) 二 f(z 十 (wn 一 DD 二 f(z) ,zxE D(A) ,nEZ( 整 数 
集 ). 当 n 一 co 时 , 即 说 明 DC) 是 伸 向 无 穷 远 的 

性 质 2 周期 函数 的 复合 函数 是 周期 函数 . 

这 是 显然 的 ,因为 假设 有 ”重复 合 函数 y 一 上 请. 六 ，。.… 。 
(rz) 其 中 各 重 函 数 皆 为 周期 函数 , 则 最 后 一 重 函 数 (整体 ) 必 
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然 也 是 周期 函数 . 但 显然 各 重 周 期 函数 的 周期 是 不 一 定 相同 的 . 

性 质 3 周期 函数 的 特例 ， 

(1)0 周期 函数 . 比如 常数 函数 (包括 0} 即 属 0 周期 函数 ,但 
它们 不 归 入 通常 的 周期 函数 娄 . 

(2)co 周 期 函数 , 没有 周期 的 函数 皆 可 视 为 无 穷 (co) 周 期 函 
数 ,简单 的 如 指数 函数 .线性 函数 等 都 是 . 


(3) 变 周 期 函数 , 比如 sin 一 ,rER, 这 时 函数 值 在 作 着 等 量 


重复 ,但 自 变 量 却 并 不 作 相 应 的 等 量 重复 . 
4) 无穷小 周期 函数 . 这 是 一 种 特殊 情形 , 至 今 还 只 见 
为 构造 的 特例 ,典型 的 例子 有 狱 利克 雷 函 数 : 
和 和 R， (有理数 集 ) 
二 
0,zE R， (无 理 数 集 ) 
注意 到 这 时 f(z) 的 周期 为 无 穷 小 ,但 不 是 0，- 
以 上 各 种 情形 一 般 叫 做 非 周期 函数 情形 ， SS 
期 函数 的 特殊 情形 来 对 待 . 


3.3.3 三 角 函 数 都 是 周期 函数 吗 


三 角子 数 力 至 三 角 学 是 在 中 学 里 即 已 熟知 的 一 门 学 科 . 这 
里 仅 作 为 周期 函数 的 周期 性 来 讨论 它 . 

在 中 学 时 ,三 角 函 数 的 概念 仅仅 是 通过 直观 来 引 入 的 ， 现在 
在 高 等 数学 知识 (主要 是 极限 和 无 穷 概念 等 知识 和 修养 ) 下 。 我 
们 已 能 对 其 作出 自然 的 理解 了 . 

首先 我 们 知道 三 角 函 数 是 以 角度 为 自 变量 的 函数 ,同时 知 
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道 ,三 角 函 数 作为 角度 的 函数 是 用 直角 三 角形 的 边 之 间 的 关系 
来 表征 的 . 

那么 比如 对 于 正弦 函数 sin zx, 当 zx /2( 或 3x /2) 时 ,锐角 
z 的 对 边 与 斜 边 虽然 皆 趋 于 无 穷 大 ,但 其 比值 却 是 趋 于 1( 或 
一 1) 的 . 同时 知道 当 x 一 0( 或 x) 时 ,相应 边 的 比 是 趋 于 0 的 . 特 
别 知道 虽然 这 只 是 一 个 ( 正 ) 周 期 (p。 一 2x) 内 的 规律 ,但 在 任意 
周期 内 情况 都 是 一 样 的 

同 理 能 理解 余弦 函数 、 正 切 函数 、 余 切 函 数 乃 至 正 割 函数 、 
余 割 函数 及 其 反 函 数 等 的 * 周 期 ”变动 情形 . 所 有 这 些 三 角 函 数 
都 叫做 基本 三 角 函 数 . 

特别 地 , 比如 对 于 正切 函数 
tan Z ,如 图 3- 1, 其 最 小 周期 是 
开设 po 二 (一 xX/2,7 /2), 当 在 
土 x /2 处 ,乃至 各 个 周期 的 端点 
处 ,其 值 皆 为 对 )co 一 一 不 存在 ， 
属 二 类 间断 点 , 这 时 由 于 我 们 对 其 
极限 过 程 已 有 一 定 的 理解 ,因此 不 Ee 
至 于 紧张 ,运算 起 来 同样 是 方便 的 ,就 好 像 也 是 一 一 个 数 一 样 的 
方便 ,不 是 吗 ? 

总 之 ,不 难看 到 基本 三 角 函 数 都 是 周期 函数 . 那么 再 问 , 这 
种 周期 函数 是 否 仅 因为 其 自 变量 是 周期 地 增加 而 成 的 昵 ?答案 
是 否定 的 . 事实 上 比如 一 般 实数 的 改变 不 也 是 以 某 个 单位 长 < 周 
期 ” 地 改变 而 成 的 吗 ?再 说 , 三 角 函 数 的 自 变 量 一 角度 , 在 运 
算 中 常常 是 换算 或 直接 表 为 所 谓 “ 弧 度 ” 制 进行 的 , 将 看 到 在 弧 
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度 制 下 ,角度 与 长 度 是 一 致 的 了 . 所 以 三 角 函 数 的 周期 性 不 在 于 
它 的 自 变量 变动 特征 , 仅 在 于 其 "函数 ”的 定义 方式 . 


3.3.4 四 则 运算 下 三 角 范 数 的 周期 性 


1. 角度 ( 自 变 量 ) 作 四 则 运算 下 的 三 角 函 数 仍然 具有 周期 性 ， 
只 是 其 周期 可 能 改变 而 已 . 

比如 sin xz 与 sin x 皆 为 周期 函数 ,但 其 周期 ,前 者 是 2&r, 后 
者 则 是 v2k ,上 & 为 正 整 数 . 

周期 性 讨论 更 为 复杂 的 是 三 角 函 数 经 运算 而 成 的 函数 , 这 
里 仅 讨 论 四 则 运算 而 成 的 函数 . 

2. 三 角 函 数 经 四 则 运算 成 的 函数 不 一 定 具 有 周期 性 . 

这 和 是 因为 , 耕 称 运算 后 的 范 数 周期 为 合成 周期 , 则 合成 周期 
等 于 参与 运算 各 周期 函数 (叫做 分 周期 ) 的 最 小 公 倍数 . 但 数组 
间 的 最 小 公 倍 数 是 不 一 定 存在 的 . 比如 当 各 分 周期 中 同时 存在 
有 理 数 周期 与 无 理 数 周期 时 , 即 不 存在 其 最 小 公 人 和 倍数. 因 若 存 
在 , 设 它 是 无 理 数 则 分 周期 中 的 有 理 数 周期 除 不 尽 它 ; 设 它 是 有 
理 数 则 分 周期 中 的 无 理 数 周期 除 不 尽 它 , 所 以 这 时 不 可 能 有 最 ， 
小 公 倍 数 ， a 它们 也 不 一 定 有 最 小 
从 倍数， 

正 是 这 类 情形 的 存在 造成 了 三 角 Ry 
复杂 性 ,这 里 仅 举 例 说 明 . 


例 1 求 /Czx) 一 sin C2/5x+ 革 + 二 eos( 关 一 于 ) 


最 小 周期 各 解 因为 第 二 项 可 化 为 Seos (后 一 汪 ) = 
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译 sin( 苦 十 共 6 ) ;再 据 有 关 理 论 ( 见 {周期 函数 初 论 四 ,对 于 两 个 


一 般 正 弦 函 数 之 和 函数 大 《 工 ) 一 alsin 一 
azsin eee 若 -< 和 为 有 理 数 , 见 | fo (zz) 是 周期 函数 ,否则 不 


是 周期 函数 . 据 此 , 在 原 式 f(x) 一 一 写 sin (2V3z 十 志 ) 十 


二 sin 一 1N3_1 y 工 ) 是 
(+6 二 ) 中 ， :由 于 了 局 一 < 为 有 理 数 ,所 以 /( ) 是 周期 


是 数 ， 

例 2 在 fz) 一 asin xz 十 psin 2x 中 (a,6 为 常数 ); 由 于 2 /x 
非 有 理 数 ,所 以 f(xz) 不 是 周期 函数 . 

由 此 可 见 , 除 了 基本 三 角 函 数 皆 周期 函数 外 ,并 非 所 有 三 角 
函数 皆 周 期 函数 . 

最 后 我 们 来 讨论 一 个 实际 问题 ， 

例 3 铁路 钢轨 长 与 车 轮 周 长 之 比值 ,以 什么 为 最 优 ? 

首先 ,从 理论 上 说 ,答案 应 是 以 无 理 数 为 最 优 . 

这 是 因为 , 设 一 根 钢轨 长 度 (包括 一 端 接 多 长 度 ) 为 有 理 数 
《技术 上 也 只 能 为 有 理 数 ) 工 ,车 轮 周 长 (也 只 能 ) 为 有 理 数 71, 则 车 
轮 上 任 一 点 ,每 经 工 ,: 的 最 小 公 倍 数 ( 记 为 [L, 门 ) 长 度 ,都 将 周 
期 性 地 与 钢轨 接头 碰撞 一 次 ,磨损 自然 更 大 . 仅 当 工 ,i 无 最 小 公 
倍数 (比如 有 一 个 是 无 理 数 ) 时 , 原则 上 才 不 会 有 这 种 周期 性 的 
碰撞 情形 产生 ,所 以 说 是 以 无 理 数 比值 为 最 优 ， 

但 这 却 是 不 可 能 技术 实现 的 . 实践 中 怎么 办 呢 ? 这 和 时 可 以 
参考 上 述 结论 ,让 其 比值 具有 更 多 位 数 的 小 数 点 总 是 可 以 的 . 
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也 就 是 说 ,虽然 [ 工 , 妇 不 是 无 理 数 , 却 可 以 设计 得 使 其 比值 
L + iL 二 =r 的 小 数 点 后 位 数 尽量 多 . 这 一 来 最 小 公 倍 数 [ 工 ,门将 会 
时 大 ,那么 轮 周 上 的 点 碰撞 接头 的 周期 将 更 长 . 


3.3.5 为 什么 高 等 数学 中 的 三 角 函 数 自 变量 必须 用 弧度 制 


这 是 因为 在 高 等 数学 中 需要 作 一 般 函 数 包括 代数 函数 与 超 
越 函数 间 的 运算 . 简单 说 代数 函数 即 多 项 式 和 有 理 式 ,或 即 自 变 
量 直接 作 四 则 运算 而 成 的 形式 (也 包括 同 数 相 乘 所 得 的 乘 方 )， 
超越 函数 即 非 代数 函数 ,包括 三 角 函 数 、 指 数 函 数 .对 数 函 数 以 
及 无 理 式 等 

同时 ,在 同一 运算 式 中 同一 变量 应 该 是 同一 个 坐标 系 内 的 
同一 个 量 , 它 表示 同一 个 对 象 , 同 一 个 量 纲 ,因此 说 同一 个 算式 
中 的 自 变量 是 相同 的 量 . 比如 f(z)==1 十 2x? 一 e'sin Xx; 显然 其 中 
自 变量 x 是 同一 个 量 , 但 是 在 三 角 函 数 中 的 z 应 该 是 角度 ,而 在 
三 角 函 数 以 外 的 x 显然 不 是 角度 ,这 怎么 能 统一 呢 ? 

首先 看 到 ,三 角 函 数 以 外 的 x+ 是 坐标 系 里 (坐标 轴 上 }) 的 量 ， 
既 可 看 做 抽象 量 又 可 看 做 具有 (坐标 轴 ) 长 度 的 量 纲 . 

那么 若 能 将 三 角 函 数 中 变量 x 的 * 度 "( 记 为 x ) 量 纲 转换 为 
坐标 轴 的 长 度量 纲 ,问题 即 解决 了 . 


已 谈 到 过 (赏析 一 ) 这 是 可 行 的 ,只 要 作 变 换 ]E sx 一 sn 
( 骤 度 ) 二 x( 长 度 ) 即 可 . 亦 即 这 时 角度 zx" 的 弧度 就 是 坐标 系 中 的 
工 长 度 ， 

其 实 所 谓 * 弧 度 * 莫 非 单位 圆 圆心 角 所 对 的 圆 弧 的 长 度 而 
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已 ,所 以 这 是 合理 的 ， 

总 之 ,只 要 一 般 的 在 三 角 浮 数 中 采用 了 强度 制 , 即 可 保证 它 
参与 所 有 的 运算 活动 了 , 这 就 是 高 等 数学 中 对 三 角 函 数 的 “ 角 
度 规定 采用 弧度 制 的 机 理 所 在 . 


3.4 周期 概念 回 到 实践 


本 节 将 表明 ,尽管 周期 概念 来 自 客观 实际 ,但 一 经 提升 为 抽 
象 定义 并 由 此 形成 理论 后 再 “反哺 ”、 回 用 于 实践 却 又 发 现 它 并 
不 完全 符合 实际 . 

首先 即 可 看 到 ,人 们 最 为 熟悉 且 历 来 认为 周期 性 最 强 的 “时 
” 间 *”, 并 不 具有 我 们 “周期 数学 ”中 的 周期 . 

可 是 从 另 一 方面 , 随 着 人 类 科技 的 发 展 , 社 会 的 进步 , 现 已 
离 不 开 科 学 的 周期 概念 了 ,或 说 今天 需要 以 科学 的 周期 概念 为 
标准 去 利用 客观 世界 的 “周期 ”, 为 人 类 服务 . 这 就 产生 了 一 个 
主 , 客 观 上 的 矛盾 ,从 而 促成 了 周期 科技 的 形成 和 发 展 ,也 促进 
了 周期 概念 和 周期 理论 的 深化 ,甚至 可 能 推动 周期 哲学 的 形成 ， 
现 分 别 来 谈 谈 ， 


3. 4. 1 周期 科技 的 困惑 


在 利用 周期 于 发 展 科学 .服务 社会 ,提高 生活 质量 方面 ,可 
请 形成 了 一 个 “周期 科技 ”, 熟知 周期 科技 也 是 相当 艰深 的 . 这 里 
仅 举 一 例 以 示 之 . z 

例 时 间 科 学 和 时 间 技 术 . 不 管 在 自然 科学 还 是 工程 技术 
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中 , 它 都 是 一 门 重要 的 学 科 . 我 国 在 这 方面 也 有 专门 的 研究 机 
构 ,还 有 专门 的 国家 授时 中 心 ( 设 在 中 国 科学 院 ) ,在 时 间 科学 方 
面 也 有 我 们 的 院士 
表现 在 应 用 上 的 时 间 科 学 首先 是 计时 器 一 时钟 的 标准 性 
和 精确 性 研究 , 这 涉及 太空 中 天 文 定位 问题 和 钟表 制造 上 的 材 
料 , 技 术 问题 . 这 方面 ,虽然 已 在 瑞士 钟表 技术 史 和 现代 天 文学 
支撑 下 ,有 了 诸如 石英 钟 、 电 波 钟 之 类 用 上 了 音叉 振 荡 器 石英 
谐振 器 等 精密 技术 ,达到 几 万 年 才 差 一 秒 的 精度 ,但 毕竟 还 不 是 
精确 的 ,也 就 是 仍然 没有 获得 定义 2 中 的 周期 
其 次 是 年 .月 的 周期 测量 问题 ,这 也 是 个 涉及 天 文科 学 理论 
和 技术 的 深刻 问题 . 尽管 已 有 了 万 年 历 的 精确 性 , 但 仍然 说 至 今 
还 没有 得 到 年 .月 的 精确 周期 
事实 上 ,宇宙 中 的 时 间 本 来 就 没有 固定 的 周期 ,这 是 因为 宇 
宙 的 运行 轨道 和 速度 也 是 在 缓 变 着 的 ， 
间 ”周期 定义 与 客观 矛盾 的 机 理 何在 ? 
这 有 两 种 情形 ,一 种 是 因为 定义 的 严格 周期 是 不 变 的 “ 绝 
对 ”的 ,而 客观 周期 却 是 随 着 客观 世界 在 缓 变 着 的 .是 相对 的 ,就 
连 一 个 比较 标准 也 很 难 确定 . 比如 日 .地 ,月 的 运转 及 其 相应 的 
周期 标准 的 确定 即 是 如 此 ,因此 说 严格 的 周期 标准 和 客观 实际 
是 很 难 吻合 的 . 另 一 种 是 在 实践 中 作 技 术 实现 的 周期 只 能 是 有 
理 数 ,而 客观 周期 却 可 能 是 无 理 数 或 接近 无 理 数 的 数 ( 小 数位 很 
多 的 有 理 数 ) ,这 时 仍然 很 难 实现 技术 的 吻合 . 
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3.4.2 ”实践 促进 周期 概念 的 推广 


既然 严格 的 周期 定义 在 实践 中 很 难 实现 ,而 随 着 理论 和 实 
践 的 推进 又 需要 弥合 这 一 差异 ,那么 该 怎么 办 呢 ? 我 们 说 除了 
前 述 从 技术 上 去 寻找 客观 的 、 标 准 的 周期 外 ,把 周期 概念 作出 适 
当 推广 也 是 一 种 方式 ,这 就 是 本 段 所 要 讨论 的 . 对 此 ,除了 前 面 
谈 到 的 0 周期 、oo 周期 .无 穷 小 周期 外 ,还 有 如 下 几 种 . 

1. 点 周期 
实践 中 好 多 时 候 用 的 都 是 点 周期 概念 . 比如 ,只 看 到 某 邻 居 
每 天 早上 7;50 准时 出 门 ,下 午 6;10 准时 进门 ,因此 说 他 有 一 个 

在 其 家 门口 这 一 定点 处 定时 出 现 的 周期 规律 ,不 过 并 不 知道 他 
在 上 千 7:50 一 下 午 6:10 这 一 周期 内 的 活动 规律 . 又 如 ,有 不 少 
种 类 的 海鱼 都 将 定期 回 到 各 自选 定 的 淡水 江河 中 去 产 卵 . 显然 
我 们 观察 到 的 也 只 是 一 种 定点 .定期 重复 出 现 的 现象 . 这 显然 也 
是 一 种 周期 现象 ,但 不 是 定义 2 那样 的 典型 的 周期 现象 . 把 这 样 
的 周期 现象 叫做 点 周期 现象 . 这 时 的 “周期 "叫做 点 周期 . 也 叫 这 
样 的 “函数 ”做 点 周期 函数 ， 

点 周期 内 的 点 也 可 以 不 止 一 个 点 ,可 以 是 多 个 点 甚至 点 列 
只 要 在 每 个 点 都 满足 “点 周期 定义 即 可 . 

例 ” 设 有 周期 函数 y 一 f(z) ,re DC/) 一 R, 记 其 值 域 为 UC 让 ， 
则 对 于 VY yxEU( 力 由 有 其 “点 周期 " 集 {zxj } 写 CR. 

在 上 述 意义 下 可 以 说 ,人们 观察 客观 世界 时 得 到 的 往往 者 
是 点 周期 现象 ,甚至 比如 对 好 多 野生 动物 的 考察 以 及 对 许多 星 
球 的 运行 规律 考察 都 只 能 是 这 样 . 
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2. 拟 周期 

当 两 个 或 多 个 周期 函数 作 四 则 运算 后 , 若 形成 的 是 非 周 期 
函数 ,如 果 该 函数 有 界 且 与 自 变 量 轴 的 交点 集 为 无 穷 集 , 则 称 这 
样 的 函数 为 拟 周 期 函数 ， 

之 所 以 要 从 非 周期 函数 中 再 提出 这 一 类 * 拟 周期 ”函数 来 ， 
是 为 着 实践 的 需要 . 因为 这 类 函数 虽然 “没有 ?周期 ,但 也 具有 周 
期 的 好 些 特质 . 比如 它 有 界 ,与 自 变量 轴 有 无 穷 多 个 交点 等 都 是 
利于 其 规律 性 认识 的 . 

对 于 非 周 期 函数 的 探讨 ,能 有 这 样 的 规律 可 循 已 经 是 很 好 
的 信息 了 . 足见 在 探讨 函数 规律 时 ,哪怕 是 “ 拟 周 期 ”信息 对 研究 
者 来 说 也 是 何等 的 重要 啊 . 

3. 至 周期 

又 叫 概 周期 、. 准 周期 ,是 1924 年 提出 来 的 . 其 思想 是 它 “ 基 
本 上 "是 个 周期 函数 , 亦 即 车 把 它 的 各 个 周期 曲线 又 放 到 一 个 周 
期 上 来 看 时 ,这 样 的 曲线 集 似乎 存在 一 个 公共 的 (具有 统计 意义 
的 ) 周 期 曲线 . 其 具体 的 数学 定义 可 叙述 为 ， 

对 于 J(z) 及 Ve>>0, 若 其 e 移 位 数 集 T(F,s) = 
{r: | FCz 十 口 一 Fz)|<e,zER)} 是 相对 稠密 的 ( 即 考察 的 点 数 
一 定时 ,e 愈 小 ,其 e 移 位 数 集 的 密度 愈 大 ) , 则 称 FKz) 为 列 周期 
函数 . 

显然 苦 周 期 概念 也 是 从 非 周期 函数 中 析出 的 又 一 类 有 利于 
探讨 其 规律 的 函数 类 ， 

4. 迭代 中 的 周期 性 

在 今天 ,迭代 概念 已 是 人 们 十 分 熟悉 的 了 . 因为 几乎 可 以 说 
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用 计算 机 处 理 一 切 问题 的 基本 过 程 都 是 以 迁 代 方式 产生 的 ,或 
说 计算 机 的 一 切 程序 和 语言 ,其 基本 特征 和 基本 动因 就 是 迭代 . 

显然 ,迭代 活动 就 是 一 种 周期 运动 ,因而 它 一 经 产生 原则 上 
即 可 任意 进行 下 去 . 所 以 对 于 计算 机 只 要 建 起 了 模型 ,有 了 初始 
条 件 , 以 后 的 则 全 是 它 的 事 了 . 

更 为 要 紧 的 还 在 于 ,数学 模型 中 不 管 是 连续 的 还 是 离散 的 
都 适合 于 计算 机 运行 的 迭代 性 ,这 就 使 得 计算 机 更 能 大 展 威 
ya : 

比如 有 名 的 “四 色 问题 ”( 猜 测 “ 任 何 地 图 的 着 色 , 只 要 四 种 
颜色 即 可 保证 两 两 图 间 的 公共 边 不 会 遇 到 同色 ”), 即 是 借助 计 
算 机 的 迭代 来 证 明 的 ; 分形 理 论 也 是 借助 计算 机 的 迭代 发 现 了 
很 多 优美 的 分 形 结构 图 案 ; 离 散 动力 系统 也 借助 计算 机 迭代 展 
现 了 混沌 和 奇异 吸引 子 等 系列 漂亮 的 结果 ;好 多 数学 家 也 都 借 
助 计算 机 的 计算 来 巩固 和 支持 自己 的 证 明 思 路 呐 . 

特别 地 ,现在 还 产生 了 一 个 专门 的 “机 器 证 明 ” 数 学 分 支 . 这 
是 由 我 国 数学 家 吴 文 俊 院 士 于 20 世纪 ?0 年 代 创 立 ,后 为 张 景 
中 院士 发 展 了 的 学 科 . 

总 之 ,似乎 可 以 看 到 ,凡是 有 周期 的 地 方 ,就 大 有 生命 力 ,大 
有 搞 头 . 


3.4.3 数列 与 周期 


现在 来 看 看 周期 在 “数列 ”这 一 无 穷 结构 中 的 体现 和 特点 . 

首先 看 看 ,什么 叫做 “数列 ”? 

可 定义 为 ;由 一 个 有 序 的 无 穷 多 “项 ”( 或 叫 元 素 ) 构 成 的 集 
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合 叫做 数列 . 

该 定义 表明 数列 的 “项 ”其 内 容 可 以 是 宽泛 的 . 比如 可 以 是 
数 . 代 表 数 的 符号 .函数 等 . 特别 地 ,其 “项 ”也 可 以 是 代表 通常 事 
物 对 人 象 的 一 般 符号 ,这 时 莫非 是 “数列 ” 变 成 了 (一 般 的 )“ 撤 列 ” - 
而 已 . 但 它们 都 应 具有 一 个 重要 因素 , 那 就 是 它 必须 本 有 "“ 通 
项 ”, 亦 即 必须 能 一 般 的 表达 出 它 的 “ 通 项 ”来 , 这 点 并 未 从 定义 
中 直接 表达 出 来 ,但 它 是 含 在 了 “有 序 性 ”和 “无 穷 项 两 个 条 件 
中 有 的. 

也 就 是 说 ,为 要 一 般 的 表达 出 通 项 来 ,该 “ 通 项 ”必须 是 自然 
数 通 有 元 ( 记 为 n,nCN( 自 然 数 )) 的 函数 ,包括 以 自然 数 为 其 编 
号 ( 脚 标 ) 也 是 一 种 函数 形式 . 

例 工 ayas，…asy… 和 {fans),n 一 1,2,… 是 同一 个 数列 ,其 
中 a, 满足 通 项 定义 ,因而 是 通 项 . 当 a, 不 表示 数 而 是 一 般 事 物 
时 ,可 广义 地 叫 数列 做 叙 列 (或 序列 )， 

例 2 ayaryasyal… 和 1 ,2,3,4,5,… 都 不 是 我 们 定义 的 
数列 ,尽管 其 规律 已 “看 出 来 * 了 . 为 什么 要 这 样 定义 呢 ? 原来 只 
是 为 着 数列 的 “功用 ”需要 ,不 是 吗 ? 


例 3 (35 二 2,nEN, 即 是 一 个 数列 . z 

由 这 些 讨论 知道 了 ,数列 是 具有 规律 的 ,这 一 规律 即 是 一 种 
“周期 ”, 但 它 却 不 能 只 知道 第 一 “周期 "(第 一 项 ) 或 第 一 .二 “ 周 
期 就 行 了 就 可 以 一 直 进行 下 去 了 . 哲学 上 一 个 有 名 的 “ 火 鸡 仿 
论 "最 能 说 明 这 一 问题 

感恩 节 前 ,一 只 火 鸡 被 主人 买 了 回来 ,第 一 天 上 午 十 点 钟 主 


i 
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人 给 它 喂 食 来 了 ,第 二 天 上 午 十 点 钟 又 给 它 送 食 来 了 , 火 鸡 以 此 
判定 每 天 上 午 十 时 ,主人 都 应 该 给 它 送 食 来 了 . 可 是 第 三 天 上 午 
十 时 主人 虽然 来 了 , 却 没有 送 食 来 ,而 是 端 着 血 盆 提 着 刀 杀 它 
来 了 . 

逻辑 上 说 ,即使 知道 任意 有 限 项 的 “规律 "都 不 是 总 体 规律 ， 
必须 要 能 认定 其 通 有 规律 才 行 ,哪怕 只 是 在 知道 第 一 ,二 项 后 宣 
布 “以 第 一 、 二 步 作 为 周期 递 进 下 去 ”也 行 . 因为 出 于 数列 的 使 
命 ,特别 是 用 于 求 极限 时 ,没有 通 项 是 不 可 能 完成 的 , 所 以 “ 通 
项 ”对 数列 来 说 是 十 分 核心 的 东西 ， 


3.5 ”周期 的 机 理 探讨 ( 工 ) 
3.5.1 周期 的 发 生 


首先 ,已 经 看 到 ,周期 是 在 运动 意义 下 产生 的 一 种 现象 ,或 
说 有 周期 必 有 运动 (但 反之 则 不 一 定 ). 因而 要 探讨 周期 的 机 理 
需要 从 运动 谈 起 . z 

其 次 ,也 要 看 到 ,科学 上 已 判定 出 ,运动 唯一 地 等 于 “平移 ” 
与 “旋转 ?两 种 形式 或 叫 两 种 成 分 的 合成 . 那么 不 难看 出 ,周期 应 
该 产生 于 其 中 的 “旋转 ”一 面 . 

这 种 “平移 十 旋转 一 完全 运动 的 实质 在 极 坐标 系 中 也 是 表 ， 
现 得 很 充分 的 . 因为 极 坐 标 系 能 用 极 轴 ( 直 线 运动 ) 与 旋转 坐标 
表现 出 整个 空间 (不 仅 是 二 维 空间 ,也 可 以 是 三 维 甚至 更 高 维 空 
间 ). 

不 过 , 亦 须 承认 ,仅仅 有 旋转 还 不 一 定 就 有 周期 ( 即 周期 函 
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数 ). 因为 根据 定义 2, 周 期 函数 的 发 生 应 满足 两 条 一 一 时 间或 自 
变量 的 等 量 重复 ;函数 值 或 相应 现象 的 重复 出 现 . 所 以 说 在 旋转 
这 一 周期 "发 生 的 同时 还 要 求 有 “周期 现象 ”的 重复 出 现 才 有 通 
常 说 的 周期 的 发 生 . 

为 了 进一步 揭示 周期 的 实质 ,现在 来 看 看 复数 的 结构 特征 


3. 5,2 复数 的 特征 回顾 


复数 ( 记 为 = 一 z 十 yi) 及 复数 的 基本 运算 已 为 大 家 熟悉 ,这 
里 仪 围绕 着 它 的 周期 性 做 一 些 讨论 . 

1. 从 其 虚数 的 旋转 特征 谈 起 

如 图 3 - 2, 虚 数 1 具有 正 ( 道 时 针 ) 
方向 以 /2 为 单位 旋转 的 功能 . 即 比如 
人 在 实 轴 上 任 一 长 ( 设 为 1) 处 乘 以 i 即 转 
到 虚 轴 上 了 (长 度 不 变 ), 再 乘 以 i 则 又 
转 r /2, 到 负 实 轴 上 了 ,如 此 再 用 i 连续 
作用 两 次 即 回 到 原 位 ,产生 一 个 周期 . 

慎 么 征 否 可 以 连续 旋转 有 昵 ? 可 以 的 ,这 是 为 欧 拉 公式 回答 
了 的 ,此 即 


ey = cos P+ ising 
e 9 = cos Pp— ising 


21 


sin ® 一 C3-5-1Y 
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《 注 : 式 (3-5-1) 的 证 阴 在 今天 已 很 初等 了 ,只 需 对 ep ,cos p、 
sin p 分 别 做 级 数 展开 再 分 别 代入 , 便 立即 可 得 了 , 北 免 . ) 


比如 取 pg 二 x/4 时 即 有 sw 一 兹 (1 上 iD, 正好 是 单位 圆 中 第 


一 象限 1/2 弧 长 的 函数 值 ， 

看 起 来 似乎 复数 包括 复 变 函数 都 来 的 很 容易 ,其 实 不 然 . 须 
知 在 18 世纪 上 半 叶 复 变 函数 孕育 期 , 曾 有 过 不 少 谜 题 长 期 困扰 
着 人 们 . 这 里 略 举 一 例 . 

例 “全 布 尼 茨 诡辩 ， 


| 
| 人 


1 一 新 


i 


令 x=1 则 得 aretanl 一 x/4, 但 这 时 上 式 中 有 六 二 1 一 
UL 
nT = 一 1 六 二 宫 In1 二 0, 这 就 产生 了 


(前 面谈 到 过 的 )x/4=0 的 诡辩 . 

直至 欧 拉 发 现 复 指 函 数 的 周期 性 e 二 er"( 比 如 取 = 二 0， 
妈 有 1 二 ex™) 后 问题 和 的 破解 才 得 以 突破 . 

2. 复数 的 完备 性 

(1) 复数 是 完备 数 系 . 一 方面 表现 为 复数 集 构 成 一 个 域 (其 
中 满足 四 则 运算 的 封闭 性 ). 另 一 方面 所 有 方程 的 数值 解 (不 管 
是 代数 方程 还 是 超越 方程 ) 都 在 复数 域 中 . 再 则 ,好 些 在 实数 城 
内 难以 解决 的 问题 放 到 复数 域 中 来 即 能 解决 了 . 比如 代数 基本 
定理 的 证 明 (z 阶 代数 方程 必 有 n 个 根 ,包括 重 根 ) 要 在 实数 域内 
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来 完成 是 相当 难 的 ,但 拿 到 复数 域内 来 虽然 也 不 容易 ,但 毕竟 被 
高 斯 证 明了 . 最 后 指出 ,在 数 系 理论 中 的 确 也 证 明了 作为 二 元 数 
系 的 复数 系 是 在 数 的 意义 下 最 大 的 、 最 为 有 意义 的 数 系 ,此 外 昌 
有 个 四 元 数 系 但 没有 实用 意义 , 虽然 还 有 * 超 复数 系 ”, 但 它 已 经 
超越 了 数 的 意义 了 . 
(2) 复 数 表征 了 完全 运动 . 由 复数 的 指数 形式 ， 
之 一 并 十 让 = re (3-5-2) 


其 中 Ps 9 一 arccos 二 * 可 以 看 出 , 它 明显 地 具有 线 量 


(六 和 角 量 (p) ,是 皆 为 变量 . 这 充分 表明 ,复数 具有 完全 运动 的 
特征 . 再 从 复数 的 完备 性 来 看 ,说 “完全 运动 ” 仅 由 平移 和 旋转 构 
成 已 的 确 够 完全 的 了 . 或 从 某 种 意义 来 说 ,完全 运动 与 复数 域 是 
具有 等 价 性 的 . 这 也 是 对 运动 理论 的 一 种 深刻 揭示 . 

3. 复数 的 周期 性 

结合 式 (3-5-1) 和 (3-5-2) 知 ,由 于 cos 9 与 sin p 皆 同一 周 
期 ,所 以 罗 是 周期 函数 ,因此 当 式 (3-5-2) 中 仅 gp 变 时 复数 > 即 
作 严 格 的 周期 变动 . 但 因 复数 是 二 元 数 , 有 两 个 独立 变量 
(zy ;或 7r,P) 比 如 车 r 和 gq 同时 变 时 ,z 的 周期 特征 就 显得 复杂 
了 ,这 时 它 可 能 作 螺 旋 式 的 而 不 是 圆周 式 的 变动 ,这 就 不 是 严格 
的 周期 运动 了 ,但 也 有 一 定 的 周期 特征 ,所 以 叫 它 做 具有 “周期 
性 ”. 

的 确 , 下 面 也 将 看 到 , 在 复数 或 说 复 变数 、 复 变 函数 的 意义 
下 ,有 着 丰富 的 数学 理论 ,其 中 也 充满 了 周期 性 . 


* 147 ， 


数学 思想 赏析 


3.6 周期 的 机 理 探 讨 (ff) 


本 站 讨论 两 类 周期 性 问题 . 一 类 是 在 函数 方程 解 的 探索 中 
表现 出 的 对 周期 ,周期 性 的 研究 . 另 一 类 是 复数 及 以 复数 为 背景 
的 数学 理论 中 的 周期 性 讨论 . 


3. 6. 1 函数 方程 解 理论 中 的 周期 函数 问题 


以 函数 作为 解 的 方程 都 是 函数 方程 ,主要 的 是 微分 方程 ,这 
里 仅 就 常 微分 方程 来 讲 , 

我 们 学 过 常 微分 方程 ,也 知道 一 切 方程 的 根本 问题 就 是 求 
解 , 同 时 知道 , 常 微分 方程 解 都 是 一 元 函数 ,因此 都 是 ( 自 变 量 ， 
因 变 量 ) 坐 标 平面 上 的 函数 曲线 . 但 也 须知 道 ,一 般 的 常 微分 方 
程 却 是 不 容易 直接 求 出 解 式 来 的 . 比如 即使 一 个 基本 而 简单 的 
力学 方程 ,也 并 不 是 随时 都 可 以 表 出 显 式 解 来 的 . 

工 十 afz)r 十 开 =p (3-6-1) 

其 中 p 表 受 迫 或 控制 抑或 干扰 项 , 左 端 第 一 项 为 加 速度 ,第 二 项 
表 阻 尼 ( a(x) 为 阻尼 系数 ,可 为 常数 ) ,第 三 项 是 内 应 力 . 

由 此 可 见 , 对 于 一 般 的 常 微分 方程 ,必需 或 不 得 不 做 它 的 解 
的 理论 分 析 , 这 就 叫做 微分 方程 解 的 定性 分 析 , 或 叫 常 微分 方程 
定性 理论 . 

常 微分 方程 定性 理论 是 个 分 支 学 科 , 不 可 能 全 面 介绍 ,这 里 
仅 简 列 一 下 用 “定性 理论 ”探寻 方程 解 的 几 种 主要 方式 . 
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(17) 拿 到 方程 后 首先 (直观 ) 判 定 是 否 可 解 (又 叫 可 积 ), 即 是 
百 可 作出 解 的 显 式 表 出 . 实际 上 如 果 有 显 式 解 ,往往 是 周期 函数 
解 . 各 不行 则 根据 前 述 理论 对 其 作 如 下 定性 分 析 ， 

《2) 探 寻 其 是 否 有 拟 周 期 ， 

(3) 探 寻 其 是 否 有 概 周 期 . 

(4) 探 寻 其 是 否 有 点 周期 . 

45) 知 严格 的 点 周期 不 成 , 则 退 而 寻找 广义 的 点 周期 . 比如 
这 时 只 要 能 判定 其 解 曲线 有 界 ,有 具有 与 自 变 量 (或 时 间 ) 坐标 
轴 有 任意 多 的 交点 即 是 解 的 很 好 的 信息 了 . 

当然 ,关于 解 的 理论 ,还 有 一 种 现在 较 少 使 用 的 所 谓 “ 解 析 
理论 ”方法 ,其 特点 是 充分 利用 微 积分 理论 和 级 数理 论 ,这 里 
免 拖 . 

此 外 ,如 果 该 微分 方程 满足 如 下 * 动 力 系统 ”条 件 ,一 般 说 以 
用 动力 系统 方法 作 解 的 定性 分 析 更 为 有 力 , 


3. 6.2 动力 系统 轨道 分 析 中 的 周期 性 


动力 系统 论 是 现代 数学 中 一 门 很 热 的 学 科 , 内 容 丰 富 颇具 
前 沿 性 ,比如 系统 科学 中 有 各 的 系统 论 分 支 所 获得 的 丰富 成 果 
即 充分 体现 为 动力 系统 论 的 威力 . 这 里 仅 围绕 本 节 任务 作 一 些 
简要 氢 述 ,读者 只 需 了 解 个 大 概 即 可 . 

动力 系统 是 其 系数 皆 为 常数 的 微分 系统 , 又 分 作 离 散 动力 
系统 与 连续 动力 系统 两 大 分 支 ,本 节 说 的 即 属 连 续 动力 系统 . 

总 体 说 来 ,动力 系统 论 的 任务 就 是 在 所 谓 “ 相 空间 ”中 探寻 
其 解 的 定性 特征 
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由 于 连续 动力 系统 理论 就 是 常 系数 常 微分 方程 定性 理论 ， 
它 与 上 段 不 同 的 仅 在 于 这 里 是 在 其 “ 相 空间 ”中 求解 (这 时 又 叫 
做 轨 线 ) ,出 于 求解 的 困难 性 , 仍 只 能 作 定 性 探讨 . 

同样 的 ,在 探讨 连续 动力 系统 轨 线 的 定性 特征 时 ,其 “周期 
性 ”信息 仍然 是 首要 的 求索 目标 . 归结 起 来 可 有 如 下 几 点 ， 

1. 可 积 类 型 

亦 即 可 以 表 出 显 式 解 来 的 类 型 .已 谈 到 ,可 积 系统 的 积分 曲 
线 族 往 往 是 一 些 封闭 曲线 族 ,其 中 封闭 曲线 都 叫做 周期 轨 . 举 个 
简单 例子 ， 

T=dy 


y 二 机 工 十 bs 


上 下 式 相约 得 乱 一 志和 22-, 分 离 变 量 后 积分 可 得 全 x 十 bu 一 


全 交 十 cye 为 积分 常数 , 可 配方 整理 成 及 Cz 十 6) 一 太一 5 其 中 


已 = i 一 分 ,一 和 ,一 刘 当 参 数 中 除了 让 al 小 于 0 
外 其 他 皆 大 于 0 时 , 则 如 图 3 - 3 其 轨 线 族 是 绕 中 心 ( 一 e,0) 的 一 
族 顶 圆 . 但 当 参 数 皆 大 于 0 时 则 如 图 3 - 4, 是 一 族 双 曲 线 . 似乎 
这 时 不 是 封闭 曲线 族 了 ,是 吗 ? 否 . 其 实 站 在 无 穷 远 点 来 看 , 它 
们 仍然 是 一 族 族 封闭 曲线 族 , 或 说 它们 是 交 于 无 穷 远 点 的 积分 
曲线 族 ( 注 意 到 现代 数学 把 “不 存在 ”的 无 穷 远 作为 一 个 “点 ”来 
处 理 是 符合 逻辑 的 ). 
- 2. 不 可 积 类 型 


向 微 分 方程 中 存在 可 积 类 型 与 不 可 积 类 型 是 被 “ 黎 卡 提 广 
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程 "等 反例 证 实 了 的 ,但 一 般 方程 要 判定 其 是 否 可 积 却 是 困难 
的 . 好 在 一 个 方程 不 管 它 可 积 与 否 都 可 以 用 定性 分 析 法 去 研究 ， 
所 以 在 实用 上 常常 是 对 于 直观 上 不 可 或 不 便 用 显 式 表 出 解 来 的 
方程 ,都 可 以 视 为 “不 可 积 ?类 型 而 采用 定性 分 析 法 . 这 里 主要 强 
调 两 种 具有 周期 特征 的 成 果 类 型 . 


图 3-3 
(1) 振动 轨 及 其 周期 性 . 如 图 
3 - 5, 围 绕 “ 奇 点 ”m 的 螺旋 曲线 型 轨 
线 叫 做 具有 振动 性 的 轨 线 . 显然 这 种 有 
振动 性 就 是 一 定 的 周期 性 特征 体现 . 
在 动力 系统 理论 中 m 点 叫做 焦点 型 
奇 点 . 围绕 焦点 的 轨 线 可 能 趋向 m 点 
或 远离 mm 点 ,相应 地 m 点 叫做 稳定 焦点 或 不 稳定 焦点 . 
(2) 奇 点 集 等 特殊 点 集 的 研究 . 出 于 动力 系统 的 优越 性 质 ， 
对 动力 系统 的 研究 不 仅 集中 在 对 其 “ 相 空 间 ” 的 研究 上 ,而 且 在 
相 空间 上 又 只 需 集中 到 一 些 特殊 点 的 或 点 集 的 研究 上 . 只 要 把 
这 些 特 殊 点 集 弄 清楚 了 其 轨道 族 的 定性 走势 便 迎 刃 而 解 了 . 
关于 这 些 特 殊 点 集 的 研究 首要 的 是 所 谓 “ 奇 点 集 ”, 又 叫 不 


图 3-5 
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动 点 集 ( 记 为 F) ,基本 的 有 焦点 、 结 点 .鞍点 .中 心 等 四 类 . 其 实 
奇 点 的 "点 ”也 都 是 系统 的 解 , 且 是 其 常数 解 投 影 到 相 空间 来 的 
表现 . 动力 系统 理论 已 有 一 整套 求 出 奇 点 、 判 定 奇 点 类 型 的 
方法 . / 
其 次 即 是 真正 的 周期 点 集 ( 记 为 P), 比 如 周期 轨 本 身 即 是 
一 个 周期 点 ( 子 ) 集 ,所 以 这 里 周期 点 集 也 包括 所 有 周期 轨 中 的 
点 ( 子 ) 集 . 而 周期 轨 既 包括 围绕 中 心 的 闭 曲 线 族 也 包括 其 他 情 
形 下 的 比如 "极限 环 ? 等 所 谓 孤 立 闭 轨 . 

显然 ,上 述 奇 点 集 是 周期 点 集 的 一 种 特殊 情形 (如 下 诸 集 则 
是 周期 点 集 的 种 种 推广 情形 ). 

再 则 是 所 谓 回复 点 集 ( 记 为 R) ,简单 说 回复 点 的 概念 类 似 
于 “ 概 周 期 * 点 的 概念 ,但 这 是 在 相 空 间 来 说 的 , 判定 方法 也 
不 同 . 

此 外 即 是 所 谓 非 游荡 集 ( 记 为 Q), 它 有 些 类 似 于 点 周期 概 
念 与 概 周 期 概念 ( 见 3. 4. 2 节 ) 的 综合 思想 ,这 里 免 述 . 

把 所 有 下 .PR.Q 等 ,统一 叫做 “类 周期 点 集 ”. 它们 间 有 如 
下 包含 关系 : 

To Pe RC 


3. 6.3 傅立叶 级 数 与 周期 函数 


我 们 知道 一 般 函 数 作 傅 立 叶 级 数 (又 叫 三 角 级 数 ) 展 开 的 条 
件 是 十 分 弱 的 ,只 要 逐 段 可 微 即 充分 了 . 因此 说 一 般 的 在 任意 有 
限 区 间 ( 比 如 [一 , 门 ) 上 和 逐 段 可 微 的 函数 F(z) 皆 可 展 成 传 立 叶 
级 数 ,其 一 般 形式 如 
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f (rz)cos 人 dz ee 


i 
一 


站 
一 了 | fr)sin dzr,n = 1,2,3,. (3-6-2) 


可 见 , 储 立 叶 级 数 各 项 皆 周 期 函数 (当然 其 总 体 不 一 定 是 居 
期 的 ) ,可 见 在 无 穷 的 意义 下 , 一般 函数 皆 能 与 周期 函数 发 生 密 
切 关系 ,或 说 在 无 穷 意义 下 一 般 函 数 皆 可 表 作 周 期 函数 的 迭 加 

特别 地 ,再 据 欧 拉 公 式 可 见 ,一 般 函 数 也 与 复数 或 说 复 指数 
函数 有 着 密切 关系 ,这 就 是 与 傅立叶 变换 和 傅立叶 积分 公式 的 
关系 . 比如 相应 于 式 (3-6-2) 且 在 /一 cc 之 下 (注意 到 这 时 亚 记 为 
ww, 一 dw) 都 有 其 傅立叶 积分 和 傅立叶 变换 

] 


f(z) = -应 | -FaDer dw ( 候 立 叶 积分 ) 
Fo = -天 (zyewdzr (傅立叶 变换 
亿 一 /Dx oe i i 


由 此 说 明了 周期 性 特征 在 一 般 函 数 分 析 中 分 布 之 广泛 性 ， 
”也 说 明了 作 任 何 函 数 的 分 析 都 有 可 能 从 其 周期 性 特征 探索 上 去 
得 到 点 什么 信息 . 


3. 6.4 调和 分 析 


由 式 (3-6-3) 看 到 ,傅立叶 级 数 经 由 复 指数 形式 表 出 后 , 变 
成 了 具有 所 谓 “ 时 - 频 ” 两 个 变量 的 东西 了 ,这 就 为 分 析 大 大 开阔 


- 153 。 


数学 思想 赏析 


了 空间 领地 . 诸如 调和 分 析 ,频谱 分 析 等 就 是 在 这 种 背景 下 应 运 
而 生 的 . 这 些 理论 在 诸如 微分 方程 解 理 论 函数 空间 理论 以 及 数 
据 处 理 数值 计算 等 方面 都 是 它们 重要 的 基础 理论 . 

调和 分 析 是 基于 傅立叶 变换 和 傅立叶 积分 形式 对 函数 空间 
作 深 层次 发 掘 的 现代 数学 分 支 . 它 利 用 “时 - 频 ” 特 征 将 建立 在 实 
轴 上 的 一 般 的 一 元 函数 f(z) 表 作 如 下 形式 来 研究 别 有 洞 天 . 

f(D =| eedaD (3-6-4) 

其 中 e* (= 二 cos tz 十 isin tz) 是 复 域 上 的 简 谐 振动 ， 又 称 调和 振动 
因子 ,这 也 是 调和 分 析 得 名 之 由 来 . da(t) 表 示 f(x) 在 t 处 含 ez 
的 份额 大 小 , 叫 它 做 “ 权 函 数 ” 

注意 到 从 概念 上 讲 ,调和 分 析 与 调和 函数 是 不 同 的 (尽管 它 
ve 调和 基数 系 指 满足 拉 普 拉 斯 方程 
5 一 0 的 二 阶 连 续 可 导 函 数 w(x). 


RE 
等 ,诸如 宰 积 变换 . 拉 普 拉 斯 变换 及 其 离散 化 形式 “>z 变换 ”等 . 
调和 分 析 在 当前 热门 的 应 用 方向 是 小 波 分 析 ( 见 3. 6. 5 节 ). 


3. 6.5 小波 分 析 


Arx(Z) = 


小 波 分 析 是 近 十 年 来 才 开 始 风靡 世界 的 一 门 应 用 数学 分 
支 . 小 波 分 析 是 以 调和 分 析 为 基础 ,从 时 - 频 出 发 ,针对 应 用 需 
求 ,对 应 用 模型 (函数 ) 的 傅立叶 级 数 、 全 立时 积分 式 作出 一 种 创 
造 性 构造 ,所 产生 的 理论 和 应 用 方法 . 

小 波 分 析 的 根本 特点 (也 是 理论 困难 之 点 ) 即 是 <“ 小波” 它 
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是 将 三 角 级 数 或 傅 氏 积分 / 傅 氏 变换 中 无 穷 多 个 建立 在 全 实 轴 
上 的 周期 函数 的 到 加 ,转换 成 新 创 的 ,符合 严格 条 件 的 一 个 个 构 
建 于 局 部 (甚至 可 以 很 小 ) 区 间 的 “ 基 波 ”周期 的 无 穷 又 加 . 在 这 
些 “ 基 波 ” 上 能 实现 对 时 - 频 的 伸缩 /平移 等 可 调 、 可 控 功能 . 

小 波 思想 系 1909 年 首次 由 Harr 提出 , 近 百年 来 经 几 代 学 
者 的 努力 先后 获得 多 次 突破 之 后 ,终于 在 20 世纪 80 年 代 进展 
到 了 可 应 用 的 阶段 . 因而 掀起 了 如 今 的 小 波 分 析 热 . 

“小 波 ” 又 被 叫做 是 一 种 “显微镜 ”, 它 可 以 用 于 各 类 电气 工 
程 . 技 术 及 其 理论 分 析 . 显然 在 现代 科学 技术 中 的 地 位 是 不 可 估 
量 的 . 

如 今 小 波 分 析 的 应 用 软件 已 有 不 少 种 类 . 

关于 小 波 分 析 的 理论 和 应 用 ,这 里 仅 点 到 为 止 . 


3. 7 周期 的 力学 简谱 


从 上 述 过 程 已 能 感觉 到 了 , 周期 数学 与 物理 学 的 关系 是 特 
别 密切 的 ,比如 物理 学 中 弹性 ,振动 、 波 、 信 息 等 理论 和 应 用 都 是 
十 分 丰富 的 ,它们 也 都 直接 属于 周期 理论 的 应 用 范畴 . 这 里 仅 简 
单 谈 谈 振动 与 波动 . 


3. 7. 1 振动 与 周期 


1. 关于 振动 直观 说 来 ,振动 是 具有 弹性 的 物体 在 受到 瞬时 作 
用 力 ( 冲 击 ) 产 生 形变 后 ,其 弹性 恢复 势 所 引起 的 物体 局 部 的 一 
种 往复 式 运 动 现象 . 
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没有 弹性 产生 不 了 振动 ;没有 冲击 力也 产生 不 了 振动 . 

出 于 振动 中 的 多 种 阻尼 和 振动 能 量 的 外 传 原理 , 当 作用 力 
不 超过 其 “限度 ”时 , 其 振动 将 逐步 收敛 到 平衡 态 . 反之 , 仅 当 作 
用 力 超 限 或 持续 作用 力 产生 积累 才 可 能 使 振动 发 散 甚 至 使 系统 
受到 破坏 . 

如 今 振动 概念 已 大 为 推广 ,除了 经 典 的 丰富 而 复杂 的 机 械 
振动 外 ,还 有 自然 振动 .电磁 振动 (或 振荡 ) 和 非 物质 振动 等 . 自 
” 然 振 动 如 天 体 运动 的 “振动 轨 ”, 量子 世界 基本 粒子 的 运动 态 和 
地 震 、 摇 动 (如 风 树 的 摇动 ) 等 . 对 于 自然 振动 需要 去 认识 它 、 防 
避 它 ,利用 它 ,但 至 少 目前 还 说 不 上 实质 性 地 改造 它 ( 比 如 “5 . 12” 
汶川 大 地 震 居然 连 现代 设备 也 未 能 预测 到 它 ). 

电磁 振动 即 电磁 振荡 ,这 是 现代 社会 不 可 须 奥 或 缺 的 ,没有 
它 就 没有 了 广播 ,电视 乃至 航天 通讯 等 ,甚至 连 发 电机 也 工作 不 
起 来 了 . 可 见 电磁 振荡 (从 而 其 理论 和 技术 ) 之 基本 性 和 重要 
性 了 . 

自然 振动 和 电磁 振动 都 属于 物质 振动 ,此 外 还 有 个 物质 振 
动 概念 的 推广 一 一 非 物 质 振动 . 

非 物质 振动 即 非 物 质 对 象 的 “振动 ”现象 . 诸如 人 们 常 说 的 
一 个 新 闻 震 动 了 社会 , 宏观 经 济 的 周期 振动 ,市 场 上 的 弹性 振 
动 ,股市 上 各 种 指数 的 上 下 振动 乃至 生活 中 的 振奋 、 振 兴 、 振 作 
等 词语 不 可 谓 不 是 十 分 常用 的 . 也 许 会 认为 这 些 不 过 是 形容 或 
比喻 之 类 的 文学 修辞 罢了 . 当然 我 们 相信 这 些 带 “ 振 ”( 或 震 ) 字 
的 词语 产生 于 现代 科学 之 前 ,因此 说 它们 在 创 生 之 初 仅仅 作为 
形容 、 比 喻 .修辞 , 那 是 可 信 的 . 但 在 今天 ,在 现代 科学 的 今天 ,这 
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些 词语 的 性 质 也 变 了 ,从 虚词 变 成 实 词 了 . 

比如 十 年 前 ,笔者 曾 在 一 个 课题 研究 中 ,就 某 食品 市 场 上 相 
互 “替代 ”性 较 强 的 四 种 商品 作 了 个 振动 性 讨论 . 首先 观察 到 并 
描述 了 当 其 中 一 种 商品 受到 一 次 需求 “冲击 ”后 ,通过 市 场 的 价 
格 机 制 ,商品 间 替 代 性 和 消费 者 的 理性 选择 所 产生 的 市 场 “ 振 
动 ”特征 ,并 能 最 后 化 归 为 一 个 典型 的 式 (3-6-1) 型 力学 方程 (由 
于 它 超出 了 本 书 宗旨 ,这 里 就 不 细 述 了 ,有 兴趣 者 可 参见 《应 用 
数学 与 力学 》,1997 年 12 期 ). 由 此 说 明 ,市 场 上 或 一 般 的 社会 上 
的 “振动 ”与 物质 的 振动 实质 上 是 等 价 的 . 

又 如 ,不 久 前 本 人 见 到 一 位 要 好 的 年 轻 同 事 (W) 若 有 所 思 
的 样子 , 问 他 时 才 强 作 不 经 意 地 说 “ 刚 接 到 一 个 短信 ,说 是 恭喜 
我 的 手机 号 码 中 了 个 二 等 奖 , 四 万 元 呐 , 要 我 打 电话 告诉 他 身份 
证 号 码 并 为 办 理 有 关 手 续 作 一 些 信息 认证 ……”, 最 后 又 言 不 由 
衷 地 补 上 一 句 “这 些 都 是 假 的 ”. 需 刻 后 他 又 细 声 细 语 地 说 , “不 
过 也 可 以 去 个 电话 问 问 ,看 看 它 究竟 玩 的 什么 花招 ”. 可 是 刚 要 
拨号 时 又 立即 收 起 来 了 “ 算 了 算 了 , 连 这 个 话费 也 不 给 它 了 ”. 

不 难看 出 ,这 个 短信 一 开始 是 对 W 产生 了 冲击 作用 的 ,而 
且 也 有 过 刹那 惊喜 . 从 而 在 他 脑子 里 引起 了 振动 ,只 是 由 于 这 类 
短信 骗局 早已 不 是 新 鲜 事 了 ,所 以 他 的 理智 对 振动 尚 能 产生 较 
大 阻尼 ,使 其 最 终 没有 上 当 . 但 毕竟 人 的 精神 是 由 理性 和 非 理性 
“二 象 "构成 的 ,尤其 在 这 样 的 “喜事 面前 “二 象 ? 间 是 会 产生 了 矛 
盾 和 斗争 的 ,虽然 最 终 是 理性 占 了 上 风 , 使 得 振动 得 以 收 化 到 原 
状 ,未 造成 损失 ,但 毕竟 经 历 了 一 个 振动 (思想 斗争 ) 过 程 . 

显然 ,这 一 振动 过 程 完 全 可 以 用 数学 语言 描述 出 来 ,而 且 相 
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信 它 就 是 一 类 典型 的 动力 学 方程 . 

2. 振动 的 周期 性 

总 的 说 来 ,振动 与 周期 的 关系 是 十 分 密切 的 ,具体 说 来 却 是 
较为 复杂 的 ,类 型 比较 多 . 大 体 上 说 可 分 作 三 种 类 型 ;等 幅 振动 、 
收敛 型 (阻尼 ) 振 动 和 发 散 型 振动 . 

等 幅 振 动 , 当 其 自 变量 单调 改变 时 便 是 周期 振动 ,因为 等 幅 
振动 的 幅 (或 叫 模 ) 未 变 , 在 周期 的 两 个 “等 量 不 变 ” 条 件 中 只 满 
足 了 一 半 . 不 过 其 角度 ( 自 变量 ) 的 单调 增加 常常 是 容易 满足 的 . 

收 分 型 振动 即 其 振幅 随 着 时 间 的 增加 而 递减 的 振动 . 它 的 
角度 虽然 还 是 按 周期 在 等 量 递增 ， 但 其 函数 值 却 不 能 重复 出 现 
不 合 周期 函数 定义 了 . 

发 散 型 振动 的 周期 性 特征 与 收敛 型 的 呈 对 偶 状 态 , 意 即 发 
散 型 的 振幅 是 逐步 增加 的 ,但 角度 却 是 等 量 递 增 的 . 因此 尽管 它 
也 具有 周期 性 但 仍 不 是 周期 函数 . 


3. 7.2 关于 波动 


波动 简称 “ 波 ”. 

和 周知, 波 与 振动 是 密 不 可 分 的 ,可 以 说 没有 振动 就 没有 波 ， 
它们 似乎 是 母子 关系 . 

那么 是 否 可 说 波 的 理论 是 包含 在 振动 理论 中 的 呢 ? 

这 也 不 是 . 一 方面 可 以 说 波 和 波动 理论 比 起 振动 理论 来 更 
为 丰富 ,其 缘由 之 一 就 在 于 波 还 与 能 量 息息相关 , 波 是 能 量 的 传 
播 . 夯 一 方面 ,可 以 说 振动 是 由 力 引起 的 , 波 则 是 由 能 量 引起 的 . 
骨 则 ,振动 理论 的 数学 工具 主要 是 常 微分 方程 ,波动 理论 的 数学 
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工具 主要 是 偏 微 分 方程 . 因此 不 难 承 认 , 波 与 振动 还 是 有 着 质 的 
区 别 的 . 

为 了 讨论 波 , 不 妨 先 谈 谈 能 量 . 

1. 能 量 一 览 

经 典 说 法 ,能 量 是 一 种 物质 ;现代 观点 ,物质 都 是 能 量 . 那么 
根据 “aCb,b5Ca=>a 二 5” 的 原理 ,似乎 “物质 二 能 量 ” 了 ,是 吗 ? 
个 过 现在 也 有 一 种 观点 认为 整个 客观 世界 ,包括 物质 的 、 社 会 的 
和 精神 的 都 是 由 能 量 构成 的 ( 见 ¢ 大 自然 复杂 性 原理 》, 科 学 出 版 
社 ,2004 年 ). 万 紫 千 姓 的 (包括 虚 的 “ 事 ”、 实 的 “ 物 轨 客观 世界 只 
不 过 是 能 量 的 不 同 表现 形式 罢了 . 

如 果 仍 然 按 经 典 物 理学 把 能 量 分 作 势 能 和 动能 两 大 类 , 则 
据 势 能 的 静态 特征 和 动能 的 动态 特征 可 把 能 量 也 归 为 静态 和 动 
态 两 种 状态 . 这 时 由 爱 因 斯 坦 方程 二 mc?* (E 为 能 量 ;mm 为 质 
量 ;c 为 光速 ) 决 定 的 物质 能 可 归于 势能 . 势能 处 于 相对 静止 或 平 

衡 状态 . 动能 则 是 能 量 ( 物 质 ) 运 动 或 流动 .转换 时 迭 加 在 物质 上 

”的 一 种 能 量 . 

这 是 因为 当 势 能 改变 时 必然 伴 以 某 种 运动 形式 ,其 势能 可 
能 增加 或 减少 ,假设 为 减少 ,这 时 减少 的 势能 将 变 成 其 环境 物质 
或 阻尼 物质 的 动能 , 环境 物质 的 动能 又 变 成 它 的 环境 物质 的 动 
能 ,如 此 下 去 ,这 样 的 过 程 叫 做 能 量 的 传递 . 随 着 人 类 利用 能 量 
传递 的 目标 任务 不 同 , 又 有 叫做 传输 、 传 播 .传导 、 传 承 什 么 的 
种 种 名 称 . 

振动 中 的 能 量 消减 也 是 一 个 从 势能 转变 为 动能 的 过 程 . 

能 量 的 传递 形式 也 有 多 种 ,其 中 一 个 大 类 就 是 所 谓 “ 波 ”的 
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形式 . 

2. 波动 及 其 周期 性 

振动 的 向 外 扩散 即 成 为 “ 波 ” 

波 ,原则 上 (不 考虑 能 量 损耗 ) 能 传 向 任意 远 ,之 所 以 如 此 ， 
就 靠 它 的 周期 特征 . 

正 是 波 的 能 量 传播 功能 使 得 振动 能 得 以 消解 . 比如 它 可 以 
使 机 械 受 冲击 后 的 振动 得 到 衰减 ,可 以 使 地 震中 心 区 域 受到 的 
破坏 减 小 等 . z 

不 敢 想 象 ,如 果 物质 失去 了 波 的 机 制 , 如 果 世 界 上 没有 了 
波 , 那 是 何等 的 可 怕 , 又 是 何等 的 不 方便 . 因为 特别 是 近 现代 以 
来 ,人 类 利用 波 来 传播 信息 的 方式 和 领域 已 越 来 越 广泛 ,以 至 可 
以 说 离开 了 波 就 没有 了 我 们 的 现代 化 了 . 

波 ,不 管 是 纵波 还 是 模 波 ,都 是 以 频率 (w) 来 描述 的 ,而 频率 
则 是 周期 (p) 的 倒数 w=2x /p, 足 可 见 关于 波 的 研究 少不了 周期 
函数 理论 ,更 是 复 变 函数 的 领地 . 此 外 就 是 所 谓 (数学 物理 方 
程 ) 了 . 

3. 关于 《数学 物理 方程 》 

《数学 物理 方程 又 叫 偏 微 分 方程 ,简称 《数理 方程 ). 一 般 是 
用 《” 表 示 书 本 , 却 在 这 里 用 来 表示 一 门 学 科 , 仅 以 此 表明 该 学 
科 发 展 较 难 . 首先 是 它 于 20 世纪 上 半 叶 才 迟 迟 形成 学 科 . 其 次 
是 (数理 方程 自 形 成 学 科 以 来 近 一 个 世纪 了 , 却 仍 在 二 阶 偏 微 
分 方程 内 摸索 , 即使 在 二 阶 内 也 还 远 谈 不 上 成 熟 . 可 见 函数 方程 
一 旦 进入 多 元 ,其 难度 的 增加 是 非 线性 的 . 

《数理 方程 > 起 源 于 物理 学 当初 对 波 的 传播 性 能 的 数学 研 
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究 , 诸 如 热 的 传导 、 梁 (或 膜 ) 振 动 波 的 传导 以 及 场 能 的 传播 等 . 
由 于 这 些 波 在 物理 世界 有 着 实 实 在 在 的 发 生 ,所 以 在 物理 学 上 
对 波 的 数学 描述 最 早 即 以 它们 为 背景 . 

首先 ,它们 都 是 物理 空间 (Ri) 加 上 个 时 间 维 ( 即 Ri XT) 共 4 
维 空间 上 ”的 问题 ,是 建立 在 Ri XT 上 的 函数 ,因此 必 是 一 些 多 
元 函数 的 数学 问题 . 

其 次 ,由 于 是 “多 元 ” 且 是 在 “运动 ”, 所 以 它们 的 数学 模型 都 
是 一 些 “ 偏 微分 方程 ”, 同 时 还 是 二 阶 的 (这 与 二 阶 导数 代表 加 速 
度 这 点 存在 着 内 在 关系 ). 因此 其 解 函数 也 只 能 是 多 元 函数 ,不 
再 像 常 微分 方程 那样 ,不 管 多 少 阶 方 程 ,其 解 只 能 是 一 元 函数 
的 了 . 

现 将 《数理 方程 中 典型 的 三 类 方程 罗列 于 下 ,以 作 观 赏 ; 

Q@ 热 传导 方程 ,又 叫 抛物 型 方程 


2 2 2 
a 让 十 5 萌 ) 十 FCz,yyz) (3-7-1) 


其 中 下 为 控制 项 . 
区 波动 方程 ,又 叫 双 曲 型 方程 


- _ u 9u ,gu 7 
5 一 4 a tay + az2) + Pr,y,z) (3-7-2) 


波动 方程 有 多 种 情形 ,这 里 是 代表 性 的 一 类 . 
色调 和 方程 ,又 叫 椭 圆 方程 


a 了 2 a 

Au= 7 + 3 之 一 0《 拉 普 拉 斯 调和 方程 ) (3-7-3) 
了 2 az 了 2 

Ar 二 552 十 3 十 3 王 一 F(z,y,z)( 泊 松 调和 方程 ) (3-7-4) 
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最 后 看 到 , 式 (3-7-1) 至 (3-7-4) 中 并 没有 周期 函数 或 复数 、 
复 变 函数 ,是 否 这 里 对 波 的 研究 不 涉及 周期 性 ?我 们 说 不 是 的 ， 
原来 这 些 数理 方程 的 解 将 深刻 而 广泛 地 涉及 并 运用 到 无 穷 级 数 
包括 傅立叶 级 数 和 傅立叶 积分 .傅立叶 变换 等 . 

至 此 可 见 , 周 期 的 存在 的 确 普 遍 , 周期 的 研究 的 确 深刻 , 周 
期 函数 的 研究 和 应 用 同样 普遍 和 深刻 ,但 出 于 本 章 的 科普 任务 
和 篇 幅 所 限 , 好 些 地 方 只 能 点 到 为 止 . 好 在 我 们 的 目标 不 是 介绍 
这 些 知 识 本 身 , 仅 是 借 此 启发 我 们 的 思维 ,点 燃 我 们 的 兴趣 , 从 
而 以 自觉 的 积极 性 主动 去 参看 有 关 专 门 书籍 ,但 愿 我 们 这 一 目 
标 在 读者 身上 能 见 到 成 效 . 
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鉴于 读者 是 念 过 大 学 的 ,高 等 数学 对 他 们 还 不 生 朴 ,本 章 
4. 2 一 4. 11 节 即 从 高 等 数学 内 容 去 为 他 们 提供 一 组 套餐 . 亦 即 本 
章 将 直接 针对 高 等 数学 中 一 些 具体 问题 来 写 出 ,因此 它 的 风格 
与 前 惫 各 章 有 些 不 同 ,即使 各 节 间 的 风格 也 有 些 不 同 , 在 深浅 上 
也 会 有 些 孝 寞 . 将 其 汇集 到 这 里 来 是 为 了 给 不 同 兴趣 的 读者 提 
供 一 些 选择 的 余地 ,也 算是 一 个 新 的 赏析 场所 吧 . 
各 世间 具有 相对 独立 性 , 便于 作 套 餐 式 选择 . 对 于 认为 较 深 
的 节 次 可 以 粗略 看 看 , 了 解 一 下 思想 即 可 . 相信 数学 爱好 者 们 对 
这 些 内 容 是 态 有 一 番 兴 趣 的 . 
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4. 1 什么 是 高 等 数学 


什么 是 高 等 数学 呢 ? 能 不 能 把 那个 用 了 一 百 多 个 学 时 ,学 
了 一 个 学 年 才学 完 的 厚 厚 两 本 教材 端 出 来 说 ,这 就 是 高 等 数学 
呢 ? 显然 不 能 ,原因 不 在 别 的 ,就 在 于 这 里 没有 思想 上 的 深化 ， 
因而 这 种 回答 是 没有 意义 的 . 

有 人 说 高 等 数学 就 是 微 积分 方法 ,这 也 算是 过 得 去 的 一 种 
说 法 . 或 说 这 种 说 法 虽 不 错 ,但 嫌 思 想 深度 不 够 ,显得 不 够 本 质 

那么 ,一 种 更 为 本 质 而 鲜明 的 说 法 则 是 ;高 等 数学 是 无 穷 
(也 叫 无 限 ) 的 数学 (这 里 从 又 一 角度 再 次 谈 到 无 穷 ) 

是 的 ,高 等 数学 是 无 穷 的 数学 . 在 高 等 数学 中 离开 了 无 穷 
好 多 内 容 是 无 法 讲述 的 . 比如 说 ,如 果 没有 无 穷 概念 那 是 难以 理 
解 极 限 概念 的 ,甚至 说 是 建立 不 起 极限 概念 来 从 而 也 建立 不 起 
极限 理论 来 的 . 若 这 样 , 微 积分 方法 也 只 得 回 到 19 世纪 下 半 叶 
以 前 那 整整 两 百年 的 争论 状态 中 去 了 . 

因为 正 是 极限 论 的 诞生 才 斩 断 了 历时 两 百年 旷日持久 的 争 
论 啊 . 

进一步 说 ,如 果 没有 无 穷 概念 ,即使 微 积分 基本 方法 也 是 建 
立 不 起 来 的 . 因为 都 知道 , 定 积分 是 个 无 穷 项 求 和 式 的 极限 ; 微 
分 是 自 变量 的 无 穷 小 增 量 与 因 变 量 相 应 增 量 之 比 的 极限 . 

此 外 ,即使 用 非 标准 分 析 方法 来 建立 微 积 分 学 一 样 回避 不 
了 无 穷 

在 高 等 数学 中 具体 的 无 穷 概念 不 少 ,诸如 ( 正 、 负 ) 无 穷 大 、 
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《 正 ` 负 ) 无 穷 小 .无 穷 数列 .无穷 级 数 、 无 穷 逼 近 、 无 穷 振 动 、 无 穷 
远 点 等 ,至 于 用 到 无 穷 概念 的 地 方 更 可 谓 比 比 皆 是 了 . 

甚至 好 些 看 似 无 关 的 对 象 在 无 穷 意义 下 常常 能 被 联系 起 
来 . 比如 正 是 无 穷 ( 级 数 ) 使 得 欧 拉 公式 得 到 证 明 ; 正 是 无 穷 ( 级 
数 ) 使 得 一 般 函 数 能 作 代数 的 实现 (泰勒 级 数 ) 或 表 成 周期 函数 
的 递 加 形式 (傅立叶 级 数 ). 

但 是 ,我 们 也 不 能 忘记 , “无穷 大 量 是 不 存在 的 ”. 这 是 在 初 
等 数学 中 即 已 耳熟能详 的 知识 了 ,在 高 等 数学 中 一 样 是 这 样 强 
调 的 . 那么 它 与 上 述 意 义 是 否 有 矛盾 呢 ? 

这 是 并 不 矛盾 的 . 那 是 因为 “无 穷 不 是 数 ,无 穷 只 是 一 种 状 
态 ”, 过 去 所 说 无 穷 不 存在 ,实际 上 是 从 有 限量 的 角度 来 说 的 ,而 
以 上 所 说 无 穷 则 是 在 无 限 ( 状 态 ) 和 无 限量 意义 下 来 说 的 . 

其 中 "无限 状态 ”就 是 极限 意义 ;“ 无 限量 ”就 是 极限 值 的 
意义 . 

比如 以 无 穷 大 来 说 ,所 谓 “ 无 穷 大 ( 记 为 cc)” 即 是 一 种 状态 
其 反 演 (1 /ee) 就 是 无 穷 小 状态 . 而 说 无 穷 远 点 则 是 指 区 视 服 人 
的 无 穷 大 (注意 到 数量 的 无 穷 大 与 几何 的 无 穷 远 是 等 价 的 ) ,本 
来 作为 通常 的 值 它 是 不 存在 的 ,但 一 方面 这 里 是 取 极限 的 结果 ， 
可 以 是 不 同 于 一 般 有 限 值 的 . 另 一 方面 由 于 它 的 反 演 (1 /co) 的 
极限 (0) 是 确定 的 ,也 可 以 说 明 把 无 穷 远 点 作为 一 个 量 来 看 待 是 
合理 的 . 再 则 , 在 现代 数学 中 正式 把 无 穷 远 点 作为 一 个 量 来 对 
竺 ,不 管 在 理论 上 还 是 应 用 上 都 是 合 逻 辑 的 , 且 也 没有 发 现 过 矛 
盾 . 足见 把 0 的 反 演 (1 =oo) 作 为 无 穷 大 (co) 的 极限 叫做 无 穷 

所 是 合理 的 (注意 :0 不 是 无 穷 小 ,只 是 无 穷 小 的 极限 值 ). 
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总 之 ,我 们 看 到 了 ,过 去 在 有 限量 意义 下 强调 无 穷 大 不 存在 
是 正确 的 ,现在 在 极限 意义 下 说 有 个 无 穷 远 点 (无 穷 大 值 ) 也 是 
合理 的 ,这 是 在 过 去 基础 上 的 进步 而 不 是 对 过 去 知识 的 否定 . 

综 上 所 述 , 高 等 数学 是 无 穷 的 数学 ,没有 无 穷 概念 就 没有 高 
等 数学 . 在 有 限量 的 意义 下 ,无 穷 不 存在 ,但 在 极限 的 意义 下 ,无 
穷 远 点 是 合乎 逻辑 的 . 


4. 2 ”关于 极限 定义 的 进一步 认识 


4. 工 节 中 谈 到 ,是 极限 概念 及 其 理论 斩 断 了 或 说 结束 了 微 积 
分 学 有 旷日持久 的 争论 . z 

不 仅 如 此 ,也 是 极限 理论 商定 了 微 积分 学 的 基础 ,还 是 它 为 
分 析 学 (又 叫 数学 分 析 ) 的 爆炸 性 发 展 提供 了 理论 基础 . 极限 论 
也 成 了 催生 现代 数学 诞生 的 三 大 标志 之 一 (另外 两 个 标志 是 非 
欧 几何 学 的 诞生 和 近世 代数 的 诞生 ). : 

正 古 出 于 极限 论 的 上 述 光 辉 业绩 , 百 多 年 来 在 人 们 心目 中 
似乎 觉得 极限 论 不 只 是 微 积分 理论 的 基础 ,已 经 十 分 深刻 ,十 分 
完美 了. 

个 过 这 里 却 要 指出 ,在 今天 看 来 极限 论 的 意义 是 很 有 限 的 ， 
只 能 说 它 是 较为 圆满 地 完成 了 建立 微 积分 学 基础 的 任务 ,同时 
在 认识 无 穷 大 .无穷 小 上 也 起 到 了 一 定 的 基础 性 作用 . 

极限 论 诞生 百 多 年 来 的 实践 也 表明 , 它 在 整个 分 析 学 中 特 
别 是 作为 微 积 分 方法 的 理论 基础 ,基本 上 没有 发 生 过 大 的 矛盾 ， 
基本 上 经 受 住 了 历史 的 考验 . 
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不 过 ,也 是 历史 的 检验 使 我 们 今天 终于 能 够 认识 到 ,极限 论 
仅仅 是 为 分 析 学 提供 了 基础 ,并 没有 解决 更 深层 次 的 更 多 问题 . 
比如 极限 论 只 是 在 分 析 学 的 层次 上 认识 了 无 穷 大 .无穷小 , 却 并 
没有 解决 实数 集中 无 穷 大 、 无 穷 小 的 “结构 ”这 一 深层 次 上 的 本 
质问 题 . : 

换 句 话说 ,在 实 轴 的 微观 结构 问题 上 , 极限 论 是 无 能 为 力 
的 , 正 是 在 这 里 表现 出 了 它 的 局 限 性 . 

”当然 , 反 过 来 说 ,当初 极限 论 的 建立 并 不 是 为 着 “揭示 实 轴 
结构 ”这 一 任务 来 的 . 甚至 当时 还 未 提出 “ 实 轴 结构 ?这 样 深层 次 
”的 问题 来 呢 . : 

也 就 是 说 , 若 要 站 在 当初 整个 科学 和 数学 的 认识 水 平 上 ,会 
认为 极限 论 已 经 十 分 深刻 ,似乎 已 深 着 “ 洋 底 ”一 一 揭示 出 数学 
的 根本 问题 了 . 

不 过 在 现代 ,如 果 还 这 样 认为 的 话 那 就 是 落后 的 了 . 

换 句 话说 ,在 今天 看 来 极限 论 是 有 其 局 限 性 的 , 远 未 回答 出 
数学 的 根本 问题 ,这 才 是 正常 . 本 节 的 任务 即 在 歌颂 极限 论 的 同 
时 也 指出 极限 论 的 局 限 性 . (只 是 出 于 本 书 的 性 质 ,不 能 说 
得 太 深 ) 

由 于 极限 理论 是 由 极限 定义 (公理 性 定义 ) 决 定 的 ,这 里 即 
畴 重 就 极限 的 定义 来 做 讨论 . 

首先 看 到 ,例如 “函数 f(z) 在 xo ED( 放 处 连续 ”的 极限 式 
定义 是 : 

对 于 jz), 在 zocED(CF) 处 ,Vse>0,， 38>0, 使 得 
|z 一 Zo 过 6 时 必 | JJFGz) 一 Fozo)|<e, 则 叫做 当 z 趋 于 zx。 时 
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f(x) 有 极限 值 f(xo) "Nlimf(z)= f(zo) ,这 时 叫 f(x) 在 x。 
处 连续 . 

显然 ,这 一 定义 来 的 十 分 严格 清爽 .干净 .利落 ,更 在 于 这 
一 定义 能 使 得 极限 运算 ,从 而 微 积分 运算 “算术 化 ”( 见 赏析 一 中 


要 求 ,需要 事先 知道 或 猜 出 极限 值 来 ,或 说 极限 定义 只 能 用 于 检 
验 极限 值 而 不 可 能 根据 极限 定义 直接 求 得 极限 值 . 即使 对 于 “ 哥 
西 序列 ”也 只 能 根据 极限 定义 去 判定 它 是 否 有 极限 ,而 不 是 直接 
求 得 极限 . 这 至 少 在 技术 上 是 一 个 遗憾 之 处 . 

那么 ,可 不 可 以 另外 给 出 一 个 极限 定义 ,使 之 能 直接 得 到 序 
列 的 极限 呢 ? 这 也 许 是 历代 数学 家 共同 的 愿望 . 但 在 现代 ,特别 
在 考察 了 “公理 集合 论 ” 之 后 使 我 们 不 能 不 承认 ,比如 要 能 在 实 
轴 上 由 任意 一 个 无 穷 序 列 直 接 获得 极限 ,都 是 十 分 困难 的 . 或 者 
说 如 果 没有 超越 于 现代 水 平 的 新 概念 或 新 理论 支撑 ,要 直接 获 


得 极限 是 不 可 能 的 . 例如 在 im 一 一 co 过 程 中 ,要 想 在 现 有 知 
识 基础 上 去 实现 让 zx“ 逐步 ”地 (比如 按 “分 析 原 则 ”) 最 终 是 连续 
地 达到 zo , 那 是 不 可 能 的 (从 深层 次 意义 上 讲 , 它 实质 上 是 “ 跳 ” 
过 去 的 ). 它 与 lim 一 0 中 ,要 求 真正 达到 co, 具有 同一 实质 的 
困难 

实际 上 这 样 两 个 问题 与 诸如 “对 任 一 实数 , 找 出 与 之 最 相 邻 
的 一 个 实数 来 ”的 问题 具有 同 质 的 难度 . 这 一 难度 正 是 当今 “ 数 
学 寻根 ”( 起 自 20 世纪 初 ) 这 一 典型 的 基础 数学 数理 逻辑 前 沿 
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共同 的 遭遇 . 

此 外 ,今天 回忆 起 来 ,其 实在 数学 分 析 的 发 展 过 程 中 还 是 遇 
到 过 向 极限 论 挑战 问题 的 ,只 是 当初 只 把 它 理 解 (说 成 ) 为 数学 
的 “玄妙 ”而 未 能 正面 意识 到 这 是 对 极限 论 的 挑战 ,是 极限 论 在 


亚 诺 曲线 ”现象 等 实例 . 
所 请 “点 点 连续 , 点 点 不 可 导 函 数 ”, 系 外 尔 萨 斯 (K. TT. 
Weierstrass, 德 ,1815 一 1897) 于 1874 年 给 出 的 一 个 人 为 构造 的 


反例 , 形 如 f(zx) 二 3》 ar cos (rz) ,其 意义 之 大 ,使 得 后 人 把 


外 尔 萨 斯 奉 为 “现代 分 析 之 父 ” 由 于 其 证 明 较 繁 , 且 不 直观 ,后 
为 泡 。 德 。 瓦 尔 登 作 了 改进 ,其 改进 思想 是 变 曲线 cos ( * ) 为 折 
线 . 

至 今 可 说 “点 点 连续 ,点 点 不 可 导 ” 已 发 展 成 一 类 函数 例 , 不 
过 都 是 些 人 为 的 例子 罢了 (本 节 也 得 到 一 个 简单 例 , 见 例 1). 


形式 (级 数 或 序列 ) 来 表 出 . 比如 一 个 直观 形式 是 其 各 项 皆 为 折 
线 函 数 且 要 求 各 项 的 折线 边 长 或 夹 角 作 序列 地 改变 ,因而 所 有 
项 的 折线 项 点 (显然 是 不 可 导 点 ) 投影 到 实 轴 上 来 不 会 产生 重 
合 ,这 一 来 折线 (不 可 导 的 ) 项 点 集 在 实 轴 上 的 投影 集 ( 记 为 0) 
成 为 一 个 稠密 集 , 其 上 的 点 都 是 聚 点 (自然 ,该 函数 在 Q 以 及 整 


来 自 0 的 序列 ( 记 为 {zi CO) 收 公 于 x， 由 于 在 ({zi}2 上 )》 
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人 \ 可 导 , 极 限 论 表明 它 在 z 点 也 不 可 导 . 


RN 

所 博 皮 亚 诺 曲 线 ” 是 1890 年 皮 亚 诺 (G. Peano, 意 ,1858 一 
1932) 在 推广 所 谓 “ 康 托 曲 线 ” 思 想 基 础 上 给 出 的 一 个 序列 映射 
曲线 的 极限 曲线 . 其 基本 特征 是 将 一 个 有 限 的 低 维 空间 单位 连 
续 地 映射 成 ( 填 满 ) 一 个 更 高 维 的 空间 体 , 叫 这 样 的 映射 做 皮 亚 
证 映射 . 比如 它 可 以 以 一 个 序列 步骤 将 [0,1] 区 间 段 连续 地 拉 
长 . 折 芭 后 逐步 填 满 一 个 平方 面积 [0,1] ,甚至 可 以 填 满 一 个 任 
意 有 限 (n) 维 立方 体 [a,5] ,a,bER, 令 人 匪夷所思 . 

“ 皮 亚 诺 曲 线 ” 的 证 明 思 想 是 ,对 于 [0,1J* 上 任 一 点 x , 皆 存 
在 一 个 n 使 得 映 成 的 第 n 步 皮 亚 诺 曲 线 (将 [0,1] 映 入 [0,1]? 的 
曲线 ( 实 为 折线 )) 通 过 该 点 xz . 

例 1 (一 点 准备 :本 例 涉及 两 个 较 新 概念 , 兹 作 一 简单 介 
绍 . (D“ 康 托 三 分 集 ”, 系 康 托 (Cantor, 德 ,1845 一 1918) 首 先 研 究 
的 一 种 映射 ,将 一 个 单位 线段 三 等 分 后 去 掉 中 间 段 ,再 对 剩 下 两 
段 分 别 三 等 分 后 再 去 掉 中 间 段 ,如 此 下 去 即 得 康 托 三 分 集 ; 
多 分 数 维 空间 (简称 分 形 )” 系 芒 德 布 罗 (B. Mandelbrot, 法 ) 于 
20 世纪 70 年 代 提 出 的 ,由 一 个 设 定 的 “生成 子 ” 按 一 个 设 定 的 程 
序 迭 代 生 成 的 空间 图 形 理论 . 它 可 能 产生 所 谓 “ 分 数 维 ” 空 间 , 比 
如 在 本 例 的 映射 9; [a， 站 一 [La,p] 中 即 有 7 人 1. 261 86， 满足 
3=4, 叫 这 里 Le,o 是 > 维 的 分 数 维 空间 . 对 上 述 概念 若 还 有 读 : 
者 不 够 理解 ,请 不 必 着 急 ,只 需 了 解 其 思想 作 个 欣赏 就 行 了 , 借 
此 开 开 眼界 也 好 . ) 现 叙述 本 例 . 
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已 知 a6 二 [a,6j, 作 分 数 维 曲 线 映 射 9: [a,5]->[a,65J" ,其 基 
本 步骤 如 下 : 
po :ab—>ab 
Di :ab—>aaib 
02 :QQ10 >aasaiasb 


它们 满足 :( 工 ) 如 图 4 - 1 所 示 , 新 折线 系 以 原 象 各 边 为 底 作 
等 腰 三 角形 , 底 角 (c) 保持 为 小 于 /4 的 常 角 ,并 依次 连接 各 项 
( 卫 )9, 建立 在 8。-1 上 的 各 等 腰 三 角形 缘 有 一 腰 在 9-: 上 . 
(于 ) 每 级 折线 的 各 边 长 皆 相 等 . 
CN)9, 中 各 边 在 pw+s 上 即 变 得 只 剩 下 “ 康 托 三 分 段 ” 去 掉 了 
中 段 后 的 两 段 
由 此 所 得 序列 {8} 满足 limg, 一 ps 一 ps (ab) 全 gp(z). 


al al 


cst he 


bb a b a a, a b 
(po) (Pp1) . (9») 
图 4-1 
为 给 出 相应 表达 式 , 比 如 可 设 a=30” ,二 ab==[ 一 1,1], 则 
这 时 有 


a 


(—1)i PE 


_ 1 
Pz) cos 30” /at 1) x] 
0， 0 
其 中 ;XE[—1,1],[xl= 
ed 和 
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mP (z) 一 全 [ 工 


< 一- \ 
人 1) Zzj,zEm(z) 的 值 域 


PD 一 所 [3002( 一 DD 站 一 x],zE 9 1 的 值 域 ( 即 9 是 


以 ,1 的 2”! 条 边 为 底 建 起 来 的 等 腰 三 角形 的 项 点 的 连 线 )， 
n=0,1],2,.°° 

从 而 有 :(1) {9,}? 的 一 切 顶点 集 ( 即 we 的 顶点 集 ) 是 个 二 
维 平面 上 的 康 托 三 分 集 . 目 可 看 到 它 在 三 ,2 ,ai5 等 边 上 皆 构 成 
一 维 空间 上 的 康 托 三 分 集 . 

(2) qs( 即 p(x)) 是 连续 的 无 穷 边 折线 . 

(3) 在 g(x) 上 所 有 点 皆 不 存在 切线 . 

因为 这 时 任 取 ps。 上 一 点 皆 可 确定 一 个 N, 使 得 pv 以 此 点 


P(X) 即 为 6 二 [一 1,1] 上 点 点 连续 而 点 点 不 可 导 的 函数 ,其 中 
.0, 表 复合 映射 . 例 1 讨论 毕 . 

回 到 主题 ,我 们 看 到 了 极限 论 的 诞生 在 19 世纪 后 半 叶 是 显 
赫 一 时 的 ,一 度 被 认为 是 数学 中 十 分 本 质 的 一 套 理论 ,以 至 人 们 
对 它 的 信任 延续 到 今天 ,都 还 鲜 有 正式 文献 指出 它 在 历史 进程 
中 显现 出 来 的 局 限 性 ,尽管 时 已 有 了 上 述 皮 亚 详 曲 线 之 类 系列 
反例 的 挑战 和 研究 实数 结构 的 “公理 集合 论 ”产生 的 挑战 ,但 人 
们 仍 一 直 保 持 着 沉默 ,这 是 可 以 理解 的 心情 . 

本 节 是 要 指出 ， 

(1) 极 限 论 的 功绩 是 不 可 否认 的 . 它 永 远 都 是 微 积 分 学 的 基 
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础 . 但 也 仅仅 是 微 积分 学 的 基础 . 

(2) 极 限 论 的 弱点 仅仅 是 在 前 进 了 的 历史 任务 (认识 连续 统 
结构 ) 中 比较 起 来 说 的 ,并 非 极限 论 在 当初 完成 其 原始 任务 时 有 
什么 先天 错误 . 

(3) 当 初 认为 它 是 数学 的 顶峰、 是 完美 的 ,没有 局 限 性 的 ,都 
很 正常 ,是 可 以 理解 的 . : 

(4) 这 里 仅仅 是 想 将 上 述 事实 指出 来 ,呼吁 后 来 者 不 要 无 意 
识 地 继续 沉浸 在 历史 当初 对 极限 论 的 心理 状态 ,否则 是 不 利于 
发 展 的 . / 

(5) 相 信 这 一 澄清 历史 事实 的 举动 是 无 损 于 极限 论 本 身 光 
溜 形象 的 . 


4.3 在 极限 运算 中 何 时 可 作 等 价 替 换 


在 高 等 数学 中 讲 无 穷 小 的 概念 时 , 曾 引 入 一 个 “等 价 无 穷 
小 ”概念 , 即 若 两 个 无 穷 小 量 的 比 的 极限 为 1 时 , 叫 它们 做 “等 价 
无 穷 小 ”( 记 为 ~), 并 可 能 在 极限 运算 中 作 相 互 替换 ,从 而 产生 
了 极限 运算 中 的 一 个 “等 价 替 换 * 方 法 ， 

但 是 我 们 也 知道 ,这 里 的 “替换 ”是 存在 局 限 性 的 , 即 有 时 可 
以 作 替 换 , 有 时 则 不 可 以 ,那么 这 是 为 什么 呢 ? 何 时 才能 替换 ， 
何 时 不 能 呢 ? 这 是 一 般 课本 中 没有 正面 回答 的 . 本 节 即 来 讨论 
这 一 问题 

首先 看 几 个 例子 . ， 


例 1 由 于 limtan2<z =lim2tan2z -2limtan2z -2? , 同 
zx-e0 0 2 re0 2 


ZX 
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时 有 lim 冬 二 lim2 二 2 ,所 以 有 limtan2z lim < , 亦 即 这 时 
X00 区 0 TX 村 刘 ET 


两 个 等 价 无 穷 小 tan 2z 与 2x (因为 lim 经 一 1 ) 是 可 以 相互 


蔡 换 的 . 
1 1 


:nn 7 二 1] 1 n” 
例 ? EE 


穷 小 量 一 -] 替换 为 无 穷 小 量 二 即 是 销 误 的 , 因为 这 时 有 


| 


:| 
| 


二 0. 


. nn nl 
ne 和 一 


由 此 可 能 使 我 们 产生 猜测 :也 许 在 具有 加 减 乘除 (四 则 ) 结 
构 的 极限 式 中 一 般 都 可 以 作 等 价 替 换 ,只 要 在 加 减 式 中 对 无 穷 
小 (大 ) 项 作 替 换 时 不 要 产生 相同 项 的 抵消 就 可 以 了 . 

对 此 也 有 反例 : 


Dis sin ZX— tan x = sin TX—Xx 
0 (EC—1)(l—cosz). zz (er 一 1)(] 一 cos zx) 


= lim cos TC—1 Pt 
0 er(] 一 cos xz) sin x(e — 1) 3 


其 中 ,用 到 了 无 穷 小 量 tan z 与 x 间 的 等 价 替换 和 洛 必 塔 法 则 . 
显然 这 时 的 无 穷 小 量 tan z 与 z 间 是 不 能 抵消 的 ,因此 它们 间 所 
作 的 替换 不 属 上 述 猜测 情形 ,但 它们 同样 是 不 能 替换 的 . 因为 正 
确 答案 是 “一 1”, 但 洛 必 塔 法 则 的 运用 也 是 正确 的 ( 洛 必 塔 法 则 
见 下 节 ), 所 以 只 能 是 替换 的 错误 了 . 

事实 上 ,为 回答 一 般 的 “等 价 蔡 换 "问题, 我们 有 定理 ， 
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(1) 设 F(z) = F{ 有 f(z) ,fe(z),…, f(z)} ,下 表示 上 个 
初等 函数 ( f; ) 构 成 的 一 个 (仍然 是 ) 初 等 函数 ; 

(2) 在 极限 式 limF (x) 一 limF (fi (x) filz))} 中 有 等 
价 无 穷 小 f(x) ~ gi(7X)( zx>a). 


则 当 且 仅 当 极限 运算 中 可 化 为 独立 求 limfi(z) 或 ims) 


后 再 参与 运算 时 ,才能 代 f;(x) 以 g;(x). 其 证 明 较 为 烦琐 ,这 里 
免 叙 (可 参见 《高 等 工程 教育 )1993 年 第 2 期 ,p28 一 31). 

从 而 可 得 到 蔡 换 判定 法 : 

在 极限 式 中 若 有 户 (z) 一 &(Cz), 若 想 要 将 f;(zx) 替 换 成 g(x) 


则 只 要 将 六 (z) 变 成 万 cz9gi(z) ,再 对 极限 式 正常 求 极限 即 可 . 


例 3 对 上 述 各 例 皆 可 用 此 “替换 判定 法 ”去 判定 是 否 可 替 
tan2> 


— 。D7 
换 . 比如 对 例 1, 这 时 有 limtanz 一 lim 红 -limtan2z .2 
wo0 元 -0 T re» by 
limtancz 。lim 红 一 2 ,正确 . 但 在 例 2 中 有 
工人 0 rx"*0 
ee 由 了 二 7 二 1 1] 工人 mr 十 ]1) 
.7 1 nn nn 7 1] /zz 
1 7 二 


和 
—]im ntl_ | 1/ntl) 
] ]z reco 1hn 


re 1/ 


=lim——=1 


可 见 在 例 2 中 不 可 以 做 这 一 替换 . 


下 
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4. 4 ”关于 洛 必 塔 法 则 的 必 充 性 


皆 知 ,在 极限 运算 中 洛 必 塔 法 则 的 运用 十 分 简单 .方便 ,而 
且 似 乎 还 用 的 十 分 普遍 ,以 至 容易 使 人 忘却 它 仅仅 是 “充分 ”的 ， 
也 就 是 说 洛 必 塔 法 则 的 条 件 是 过 强 了 的 ,或 说 还 有 一 些 可 以 用 
微分 法 求 极限 的 情形 被 洛 必 塔 法 则 的 判定 条 件 给 排除 掉 了 . 

那么 ,有 没有 满足 “ 必 充 ?性 的 洛 必 塔 法 则 呢 ? 若 有 , 它 与 只 
满足 “充分 ”性 的 洛 必 塔 法 则 有 何 比较 关系 ? 本 节 即 来 讨论 
这 点 . 

首先 回顾 一 下 洛 必 塔 法 则 本 身 . 

洛 必 塔 法 则 (定理 ) :如 果 函 数 f(z),g(z) 间 满足 如 下 关系 


(| ) 至 (让 ), 则 有 极限 lim 帮 Z2 一 (或 co)， 


Ci) lm 为 8 (或 2) 型 ,zE 邻 域 Nam,DCCDCPn 


D(g)); 
(ii)YzE N(xzo,0) 一 {xo} (空心 邻 域 ), 丝 存在 f(z)， 
g (7) (后 者 关 0); 


(ii) lim 方 (22 一 有 (或 co) 
zz g (7X) 
我 们 可 以 用 反例 证 明 该 定理 只 充分 而 不 必要 ,并 且 指 出 其 
非 必 要 性 就 出 在 条 件 ( 放 ). 


| 
x” sin 一 
二 


例 1 求 极限 lim zl 一 lim 
re*0 g(X) 


X={) sin 27x 
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首先 看 到 这 是 个 0 型 待定 式 , 若 取 8 一 六 则 在 空心 邻 域 
N(C0， 六 ) OY Ee Wt i 二 与 ( sin 2x) 存在 , 目 


(2 sin 一 )/ 2x di da 
lim LD 一 lim 二 lim 一 一 一 -一 -一 二 却 不 存 


rg (TT) re Coin a7) 0 2 cos 27 

在 ,所 以 定理 的 条 件 ( 计 ) 不 满足 . 然而 我 们 可 以 不 利用 洛 必 塔 法 
则 ,比如 只 需 利用 乘积 的 极限 等 于 极限 的 乘积 ( 当 分 别 的 极限 存 
在 时 ), 即 可 直接 求 出 极限 


xX” sin 一 Xx Sin 一 Sin 一 
lm 区 一 im 7 宇 一 im 一 一 工 | 一 im » lim 和 
rz0g(Z) re Sin 27 a 2z) z=0SiN 27 zz0 . 
0 
we 
lai 六 "0 
说 明 该 极限 存在 且 为 0. 


由 此 说 明 , 条 件 ( 放 ?只 充分 而 不 必要 . 

为 什么 这 时 条 件 ( 计 ) 只 充分 而 不 必要 ? 原来 问题 出 在 定理 
”的 证 明 中 (一 般 教科 书 上 都 有 ,这 里 免 列 ) 有 这 样 的 步骤 ;补充 
f(zX),g(X) 在 xX 二 xo 的 定义 为 xzo) 一 0,g(zo) 一 0 后 ,由 条 件 
《17 ii) 知 f(x),g(x) 在 NGCzo,6) 上 满足 柯 西 中 值 定 理 , 从 
而 有 


2) ft)— fr) -万 (名 ,ec Nm 3) 


SCZ) SCZ) 一 g(zo) gr( 
(4-4-1) 
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由 于 x-> zo 必 有 &§-> ze ,两 端 取 极限 由 条 件 ( 计 ) 即 有 


rz ET) | gO un g(r) NG 
可 见 条 件 (i ee 
(© _ (Zz) i 
tim (和 一 lim oe) Pe 


这 一 步 上 . 这 是 因为 式 (4-4-3) 右 端 存在 了 左 端 必然 存在 ,反之 
左 端 存在 了 右 端 却 不 一 定 存在 . 进一步 看 则 是 # 与 x 的 取 值 范围 
不 同 . z 可 在 整个 去 心 邻 域 N(zo,6) 一 {zo) 上 取 值 ,而 6 是 依赖 
于 工 的 ,因此 只 能 在 N《zo,6) 一 {zo}) 一 个 子 集 ( 记 为 W，) 上 
取 值 . 在 式 (4-4-2) 中 形式 地 把 “¢ 改 成 z ”实际 上 就 是 让 W; 一 
NCzos6) 一 {zo) , 则 当 [NGzo,6) 一 {zo}\Wo] 关 2 时 即 会 出 现 


问题 . 原来 对 VE CW 存在 lim D0® 二 的 ,现在 对 Vz ce 


N(xzos0) 一 {xo} 可 能 lim (x) /g(x) 不 存在 . 这 就 是 条 件 
( 诈 ) 只 充分 而 不 必要 的 关键 所 在 . 

为 进一步 解释 这 点 ,可 把 例 1 中 sin 27 换 成 等 价 的 无 穷 小 
1 


分 别 从 解析 和 几何 两 个 方面 予以 


Te Si 
2X ,对 极限 形式 lim 
TO 


说 明 . 
ed 


一 一 


by | | 


上 正 是 肖 数 hh (x) = 


方 2 sin 过， 工 了 关 0, 有 (0) 二 0, 在 x 二 0 处 导数 的 定义 式 , 它 可 能 


Ws 
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存在 却 不 一 定 等 于 导 函 数 在 zx = 0 的 极限 . 而 运用 洛 必 塔 法 则 

Re | 
a 
人 


一 lim(x sin 二 一 方 cOS 一 ) 一 lim(5 x sin 二 
正 是 把 原来 直接 求 h(x) 在 x 二 0 处 的 导数 一 事变 成 了 条 件 更 高 
的 求 导 函数 在 z = 0 的 极限 了 . 故 本 来 存在 极限 的 未 定式 ,运用 
了 党 必 塔 法 则 后 可 能 没有 极限 了 . 

1 


x’ sin 一 


其 次 , 从 几何 角度 来 看 lim 一 5 一 ,这 时 令 p(x) = 


Sz sin 一 ;为 笑 述 方便 只 在 x 二 0 右 邻 域 讨 论 . 显然 在 YL0,xj] 性 


[0,6] 上 所 有 拉 格 朗 日 中 值 点 $ 的 集合 之 并 正 是 w(z) 各 极 值 邻 
域 投影 到 x 轴 所 成 子 集 之 并 . 把 满足 柯 西 中 值 公 式 


CO 后 二 类 了 CD po 
(二 fC23 一 女人 的 中 值 点 的 集合 之 并 称 为 人 2》 的 柯 西 


中 值 集合 , 记 为 W;; 特 别 当 g(x) = xz 时 ,把 满足 拉 格 朗 日 中 值 
公式 f(z) 一 f(xzo) = 二 了 (和)(x 一 zo) 的 中 值 点 8 的 集合 之 并 称 为 
f(x) 的 拉 格 朗 日 中 值 集合 , 记 为 W (6, f). 则 对 于 
yzENro'6) 一 {(zo) 满足 f(x) 一 f(xo) = ff (8)(x 一 xo) 的 
是 N(xzo,6) 一 {zo} 的 一 个 子 集 , 记 为 6. ,显然 有 3. CWO, 内 ， 
且 有 U6. 二 W(6,f 有 ). 同时 WP 站 由 WC6,g) C W, CC 
N(xzo,6) 一 {zo}. 再 看 y= 二 g(x) , 随 x 一 0 它 将 变 成 振幅 为 
1/2 的 等 幅 振 荡 , 且 易 知 W(6,y) 正好 是 g(x) = 0 各 点 的 邻 域 ， 
同时 易 证 随 着 这 种 极 值 点 越 来 越 靠近 原点 ,其 邻 域 将 缩小 至 0 


( 因为 儿 2 -> 0 ), 所 以 对 于 机 (8,p) 中 一 切 收敛 于 0 的 子 


TT 一 
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列 (&) 都 有 g'(&,) -> 0 ,从 而 对 于 EE 多 (9,o) 有 
lim 2 过 lim 2 二 


6w0 
最 后 回 到 定理 原 式 lim fs, 即 不 难 理解 lim 1 LO 后 
lim 万 Cz) 的 差异 了 . 
rr™r BB (xX) 


总 之 ,看 要 硬 将 上 改 成 zx 其 实质 是 将 WW; 扩张 成 了 NN (xo ,6) 

一 {zm) ,这 就 有 可 能 违背 原 有 结论 . 具体 说 比如 在 lim 名 2 开 中 
取 z 一 和 k=1, PA *° ,内 | {Xe } EW, ,这 时 g (x4) — x sin 二 
' k 

一 二 cos zz . = (一 Dh 上 一 士 训 lm 外 学 不 存在 但 若 取 


py / 
fj (W0112,…, 则 有 (zx,) 一 


二 下 二 2 
re sin (2 十 广 ) 工 一 COs (n 十 方 5)7 一 《一 1) [到 二 1 


一 0 ,这 时 lim 名 各? 一 0 ,极限 存在 


由 此 可 见 把 Ws 扩张 成 N(xo,6) 一 {zo} 后 ,原来 有 极限 的 
可 能 变 得 没有 极限 了 . 


至 于 对 过 型 未 定式 的 理解 ,与 型 同 理 . 为 此 只 需 证 明 衬 
型 洛 必 塔 法 则 同样 可 以 用 9 型 证 明 方法 来 证 明 ,从 而 证 明 衬 
型 与 和 型 具有 相同 实质 即 可 . 事实 上 这 时 由 于 z ~ zo 必 有 
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>0 使 得 NGrzo,9) 一 {(zo) 上 f(x) 、F(Cz) 、g(x) 、g'(x) 皆 非 


亦 即 在 定 对 加 型 有 2 -1 -1 此 即 -0 
0, 亦 即 在 定理 条 件 下 对 守 型 有 ze) == 7 /7 ,此 即 人 


can (zz) _r 1 a 
型 , 且 由 柯 西 中 值 定理 有 7 一 [sy 一 0] 人 一 0]= 


] / ] / = < _ ‘(é€) 和. J (©) _ f(x) 


pf _ f(glz) 
SE W 二 a 


~、 C2 Ee RL) _A 
所 以 lim b® mk te 人 


按 定理 条 件 ( 首 ) 将 -> zo 改 为 zzo 则 式 (4-4-4) 右 端 成 


\ 。 全 CE) 四 f(x) 、 0 | a -一 
为 1 (万 9) = lim RE 所 以 0 全 与 二 型 具有 相同 


实质 , 亦 即 条 件 ( 放 ? 对 二 型 同样 充分 而 不 必要 . 

于 是 综 上 述 分 析 , 得 到 了 如 下 必 充 定理 . 

必 充 定理 :在 条 件 ( | )、( ii ) 基 础 上 ,将 条 件 (jj) 换 成 如 下 
条 件 ( 诈 ), 设 在 空心 邻 域 N(zo,6) ~ {z 上 有 L 的 “中 值 点 


?9 二 ] (x) a (9 二 
集 ” 人) NM lm LD = him bY 1 , ¢E€ WC 
N(xo ,0) -— {Xo js 


事实 上 在 式 (4-4-1) 两 端 取 极限 时 有 lim 22 一 lim 方 人 9 
zz0 8 (TX) zx gg (€) 


一 一 lim 5S 由 于 < 依赖 于 并 , 且 工 一 0 时 和 仅 在 W。 上 趋 于 
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Xo，, 因 此 应 当 强 调式 (4-4-2) 中 只 有 在 z 限制 下 的 Ws 上 趋 于 
Xo 时 ,上 述 等 式 才 始终 成 立 , 此 即 所 求 之 充 要 性 . 
显然 , 充 要 定理 的 一 个 直接 推论 是 : 


lim n LC® 不 存在 人 lim 不 存在 


不 过 由 于 充 要 定理 中 W a 
是 它 的 理论 意义 是 很 强 的 , 因为 它 揭示 了 lim 人 (3) 不 存在 时 
lim 帮 z4 仍 可 能 存在 的 实质 . 
TeTO g(r) 


注 :关于 洛 必 塔 法 则 的 研究 论文 直到 现代 都 还 不 断 ,这 里 列 
举 两 篇 供 参考 : 

(1) Boas. R. P. Counterexamples to L Hopital s Rule. A- 
mer. Math. Monthly, 1986 ,93:644 - 645. 

(2)Gianluca Gorni. 得 到 L'Hopital 法 则 的 几何 途径 ,数学 
译 林 ,1991(3). 


4.5 一 元 消 数 泰勒 公式 一 个 证 明 赏 析 


高 等 数学 中 一 元 函数 的 泰勒 公式 (也 叫 泰勒 展开 式 ) 的 证 明 
历来 是 个 难点 . 这 里 试图 从 一 个 新 的 角度 去 给 出 一 个 证 明 ,为 读 
者 提供 一 个 新 的 赏析 思路 . 同时 ,这 一 证 明 仅 建立 在 学 生 刚 学 过 
的 函数 微分 定义 和 拉 格 朗 日 中 值 定理 基础 上 ,只 需 反 复 使 用 这 
样 两 个 依据 即 可 ,思路 比较 简单 清晰 ,直观 明了 ,易于 接受 . 

这 一 证 明 的 基本 过 程 可 表 作 如 下 两 个 步骤 . 

* 182 * 


赏析 四 高 等 数学 中 若干 基本 问题 赏析 


步骤 一 : 设 函数 f(z) 在 ze 的 某 个 邻 域内 存在 Ferb (zu ) ， 
则 有 初级 公式 
Hz) = ft) +f mArt+f (za)8Az2 +f "rm ANA 
十 十 "(zoO)OB0 Am + ft (EE )0 0 Avt (4-5-1) 
其 中 ,0 过 0. 过 1,i==1,2)*… ,ns 二 zo 十 0(z 一 xz0),0 二 90 二 1 
证 :首先 , 据 f(x) 的 微分 定义 ,这 时 在 xo 的 某 邻 域内 有 
fx) = f(xo) + f (x0)Azx to(Ar) (4-5-2) 
其 次 ,因为 f(x) 满足 拉 格 朗 日 中 值 定 理 的 条 件 , 所 以 有 
a ee dE (4-5-3) 
其 中 & 在 zo 与 之 间 , 不 失 一 般 性 , 设 工 二 过 zo. 
然后 ,将 式 (4-5-2) 与 式 (4-5-3) 相 减 得 
: [fC — fF C10)]Az = oAz) 《本 
现在 对 广 (z)Az ( 实 为 六 (x) ,因为 Az 具 常数 性 质 ) 重 复 上 
首先 ,在 zo 某 邻 域内 , 据 户 (z)Az 的 微分 定义 , 式 (4-5-4) 
的 左 端 有 | 
[fF (一 F(zo)]Az = f "(zo)Ak Az to(As Az) 
= f “(x0)0 Axr’ 十 o(Az2 ) (4-5-5) 
其 次 ,由 题 设 知 f(x)Azx 满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 条 件 , 于 
是 式 (4-5-4) 的 左 端 有 
[fF (OO— f(x) lAr = ff"(&)AEAr 
= f°" (6)0Ar’ (4-5-6) 
其 中 A& 二 AT ,0 二 0 二 1,E 二 6 二 vo. 
骨 则 ,由 于 式 (4-5-4) 和 式 (4-5-5) 的 左 端 相等 ,所 以 其 右 端 
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相等 , 即 有 
oCAz) = f “(xo)0 Ax’ 十 o(CAz2) (4-5-7) 
又 因 式 (4-5-5) 与 式 (4-5-6) 的 左 端 相 等 , 故 有 
[f°(€)—f "(x0)]0Ar: = ol(Axr’) (4-5-8) 
再 对 f(x)0.Azr? (QAx? 为 常数 ) 重 复 上 述 过 程 ,又 有 
[f (6)—f "(ro)]0 Ar: = f”(&,)0 Axr’AS, 
: = f "(6&)00,Axr: (4-5-9) 
其 中 A& 二 B&BAz, 0 二 < 过 1,8& 二 & 二 zo. 
[f°(§)—f" (x) Ar = f ”zd A 十 oCAz) 
: (4-5-10) 
又 由 式 (4-5-8) 、 式 (4-5-9) 和 式 (4-5-10) 的 左 端 相 等 得 到 
oAT) = f "(ro)OOAT 十 o(Az) = f"(&)0 A 


(4-5-11) 
如 此 继续 下 去 ,可 得 : 
oO(AT) = ft (xzo)0.0….0.AznhH | oC Ax!) 
= ft (E D0 A (4-5-12) 
总 之 ,得 到 


jz) 一 /xzo) 十 太 (zo)Ar 二 oCAz) 
= f(z0)+f (xo)Azt+f (xo) Axr’ + o(Ar’) 
= f(z0)+f (xo)Ar+f "(zro)0 Ar’ 
十 大 (zo)00Azrs 十 o(Az3 ) 


f(zo) + fF zo)Az+ fF rN Ar 十 十 
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f(r)O G0 Ar"™! 十 oCAzl) 
( 余 项 型 ) (4-5-13) 
或 fz) = f(zxo)+f (zo)Azrt fr NAr 十 … 
+ f° raAT + fF ENG A 
(中 值 型 ) (4-5-14) 
其 中 和 E (0,1),i = 二 1,2,…,n, ZX 过 过 二 … 二, 二 xo ,对 
于 之 这 色 … 之 之 zo 情形 , 同 理 可 得 . z 
由 于 式 (4-5-13) 与 式 (4-5-14) 等 价 , 这 里 着 重 讨论 式 
(4-5-14) ,也 就 是 式 (4-5-1). 
步骤 二 : 式 (4-5-1) (也 就 是 式 (4-5-14)) 中 有 0.6,…6; = 


el . 2 二 1,2,:… ,nn ,从 而 得 到 泰勒 公式 


二 1 po i ] nt1) ntl 
flx) = > if" (xo)Ar tm Ar 


(4-5-15) 
其 中 & 在 zo 与 x 之 间 . 

证 :首先 ,在 式 (4-5-1) 左 端 表 为 zo 十 Ax ,然后 在 xo 处 
(形式 上 对 Ax ) 求 零 阶 到 nr 阶 导数 (注意 到 这 时 zo,&, 皆 常 数 ) 得 
到 

三 《Zoo 十 Az) aa 一 洲 zo) 

f (zo Ar) |ao = f (x0) 

f "(zo Ax) |w-o = f "(x0) = 2f "(x0)0, 

于 是 有 1 二 2Qi;, 即 == I/2. 

又 由 

f(xot Ax) |w-o = f "(70) = 31f “(x0)0.0, 
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有 1 一 3100 
即 有 0.0: = 173| 
一 般 的 有 
f™ (zo Az) | 一 For) 一 nlf (xo)0 0,.…0, 
所 以 有 1 = 二 n19.0，…0,1 , 即 有 (0.0,…0, 1 = 二 1/n1 
同时 有 z 
DN sd 
= (nt 1D)!f™™ (GD)00 0， 
从 而 有 O00 = 1/ (nt 1)! 
最 后 得 到 


> 站 Fo (Cro)Azi toi Ar 
= p,(Ax) 二 R, (rz). (4-5-16) 
此 即 f(x) 在 z 处 的 泰勒 公式 ,也 就 是 式 (4-5-15)、 
(4-5-1) 或 (4-5-14). 
”特别 地 , 当 取 x。 二 0 时 , 令 & 二 &, 式 (4-5-16) 即 变 成 麦克 
劳 林 公式 
Peo 2 下 Jo CO)z to Oe 


其 中 上 在 0 与 过 之 间 . 
4. 6 ”天 于 “折线 逼近 ”问题 :一 个 折线 悖 论 


如 图 4 - 2 所 示 , 对 于 yy 二 f(x) E Cr'[a,6] , 若 求 其 绕 二 轴 
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的 回转 体积 ,可 有 公式 V 一 | xy *(z)dz ,但 若 求 其 表面 积 时 ， 
比如 这 样 来 表 S = | 2x| f(z) | dz , 那 就 不 行 了 . 实际 上 应 该 是 


S = | ox | FC | = | ow | FC | ER ds 
那么 ,这 是 为 什么 呢 ? 


图 4-2 图 4-3 

又 如 ,对 于 任 一 线段 ac (图 4 - 3), 作 这 样 的 序列 折线 映射 
9 ,使 得 go 为 把 ac 映射 成 两 边 折 线 abc ,正好 构成 一 个 直角 三 
角形 ( 八 abc ); 9 为 自 ac 边 的 中 点 a 分 别 作 ab 和 bc 边 的 平行 
线 , 必 交 于 相应 边 的 中 点 和 和 a ,从 而 形成 一 个 具有 4 条 边 且 
三 个 项 点 在 ac 上 的 折线 aala'b1ic ; 9 为 在 和 斜 边 ac 被 等 分 成 的 
两 段 上 (或 说 在 Aaaia 和 八 a'b1c 上 ) 分 别 按 wm 的 方式 做 映射 ， 
将 形成 又 一 个 具有 8 边 且 奇 序 项 点 都 落 在 ac 线段 上 的 折线 ;如 
此 继续 下 去 得 到 的 gw 折线 是 具有 2 个 顶点 (包括 端点 ), 奇 序 
项 上 尽 皆 落 在 线段 cc 上 的 折线 . z : 

记 此 映射 序列 为 {9,) , 记 折 线 gp, 的 总 长 度 为 |9,| , 则 有 
长 度 序列 {| 9 | } ,这 时 出 现 如 下 矛盾 问题 . 

(1 19 三 | 双 | 十 | 庆 | 全 C ,2 一 0 1 2 ,|ab| ~ |e| 
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分 别 表 相 应 线段 长 度 . 

这 是 不 难 用 归纳 法 作出 证 明 的 直观 结论 ( 北 免 )， 

(2) 因此 ,有 {| gw,| } 是 个 固定 数值 C 的 常数 序列 ,所 以 有 
lim| 9 | 一 C (常数 的 极限 等 于 该 常数 ). 

(3) 但 是 ,从 另 一 方面 看 ,在 序列 {9,} 中 ,折线 mw, 是 逐步 逼 
近 诛 始 线段 ob 的 . 亦 即 有 极限 img, = ob ,而 其 长 度 | 史 | 必然 
满足 |w | 二 C. 

从 而 产生 了 序列 {9 } ,其 长 度 序列 与 几何 序列 当 m-~> co 时 
的 极限 差异 难以 理解 ,或 说 这 是 一 个 “ 悖 论 ” 

本 蔬 是 要 说 明 , 上 述 两 例 显 示 的 问题 皆 归 为 同一 类 所 谓 “ 折 
线 通 近 ”问题 . 可 作出 如 下 一 般 的 讨论 . 不 过 由 于 内 容 较 繁 ,这 里 
作为 一 种 欣赏 ,只 给 出 它 的 基本 思想 . 

首先 引入 概念 ， 

切 折 线 : 对 于 曲线 AB, 若 有 折线 a5, 每 边 皆 与 AB 相 切 , 叫 
“sg 做 4B 的 切 折线 . 比如 一 个 圆 (一 种 曲线 ?的 外 切 三 角形 即 是 
其 一 条 (封闭 的 ) 切 折线 . 

接 折 线 : 当 ab 的 每 个 顶点 皆 落 在 AB 上 时 , 叫 ab 做 AB 的 
接 折线 . 特别 地 , 圆 的 内 接 多 边 形 即 是 其 一 种 接 折线 . 

触 折线 : 若 ab 有 部 分 且 只 有 部 分 顶点 落 在 AB 上 时 , 叫 ab 
做 AB 的 触 折 线 . 比如 图 4 - 3 中 gr 就 是 原始 线段 ab 的 触 折 线 . 

相似 折线 :在 触 折线 序列 中 , 相 邻 项 的 折线 ( 段 ) 的 “ 触 弧 ” 
〈《 相 邻 触 点 间 的 折线 部 分 ) 保 持 相似 者 , 叫 它们 做 相似 折线 . 特别 
地 ,如 {9} 中 各 项 间 ( 任 意 9 ,9 间 ) 皆 相似 折线 . 

几何 收敛 : 若 折线 序列 {9,} 在 图 形 上 的 极限 形式 存在 , 叫 
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做 折线 序列 几何 收 全 . 

长 度 收敛 : 折线 的 长 度 序列 收敛 时 , 叫 该 折线 序列 长 度 
收敛 . 
曲 边 三 角形 : 即 有 一 边 为 曲线 弧 的 三 角形 . 比如 接 折 线 ab 
与 AB 间 即 广泛 存在 曲 边 三 角形 . 

在 这 些 概 念 下 可 以 得 到 以 下 各 定理 (证 明 免 叙 )， 

定理 1 对 于 4AB, 其 触 折 线 序列 {9,} 若 为 相似 序列 , 则 
{8} 必 几 何 收 后 于 AB ,但 不 能 “长 度 收 敛 ” 于 AB 之 长 . 

定理 2 若 闭 区 间 上 函数 曲线 AB 长 度 有 限 , 则 其 上 相似 折 
线 序 列 { 9, ) 之 长 度 序列 有 界 . 

定理 3 ”对 于 几何 收敛 的 触 折 线 序列 ,其 长 度 序列 不 一 定 
收敛 . 


(反例 : y, == 3 玫 十 1 ,ze [a,b] ,{y,) 几何 收敛 ,但 其 


= dmt-2 

长 度 序列 却 是 发 散 的 , 即 有 |y,| 一 “二 2 /2 二 十 到 -> co， 
(n 一 co) ). am 

定理 4 ”长度 收敛 必 有 几何 收敛, 反之 不 然 

定理 5 C' 类 ( 即 一 阶 连续 可 导 函 数 ) 曲 线 AB 的 接 折 线 和 
切 折线 皆 长 度 收敛 

定理 6 AB 的 触 折线 序列 {9,) 长 度 收敛 ,其 必 充 条 件 是 
(9.} 趋 于 AB 的 接 (或 切 ) 折 线 序列 ， 

从 而 本 理论 得 出 ,长 度 收 敛 仅仅 是 折线 逼近 的 一 个 特殊 类 
型 ,而 通常 情形 都 是 长 度 发 散 的 . 这 形成 了 一 个 似乎 难以 理解 的 
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“ 悖 论 ” 其 实 这 一 “ 悖 论 ” 的 产生 不 在 别 的 , 正 出 于 极限 概念 在 实 
数 结构 意义 下 显现 出 的 局 限 性 . 

显然 ,一 元 函数 的 折线 通 近 问题 研究 完全 可 以 推广 到 ( 比 
如 ) 二 维 的 折 面 逼近 ”问题 研究 . 其 实 这 方面 的 研究 早 在 19 世 
纪 末 已 有 诸如 许 瓦 尔 兹 反例 进入 (数学 专业 ) 基 础 教材 了 ,这 里 
免 叙 . 


4. 7 ” 重 积分 换 元 法 中 j 式 的 一 个 简明 推导 


在 重 积分 运算 主要 是 二 重 积分 和 三 重 积分 运算 中 , 用 换 元 
法 时 有 个 转换 系数 叫做 页 可 比 行列 式 ( 记 为 7). 比如 在 二 重 积分 
运算 中 作 变 量 替换 时 有 算式 | f(z,wdzrdy = 


D 


| peu SE dudy, 其 中 在 推导 机 可 比 行列 式 = (zy) 
Es 9 (u,v) 


时 ,流行 教材 上 的 方法 属 “ 几 何 法 ”不 仅 推导 较 繁 而 且 条 件 过 
强 , 比 如 它 首先 要 求 本 关 0 ,最 后 再 推广 成 “] 可 在 低 维 子 集 上 为 
0”, 走 了 一 些 弯 路 . 它 之 所 以 这 样 仅 为 了 只 在 “教材 当时 已 讲 过 
的 知识 ”基础 上 去 讲 , 那 么 这 里 即 不 必 受 此 约束 了 . 

此 外 ,还 有 诸如 前 苏联 数学 家 菲 赫 金 戈 尔 茨 著 (数学 分 析 原 
理 》 上 所 用 方法 虽然 优 于 现行 教材 的 “几何 法 ”, 但 它 要 求 的 教材 
内 容 编排 顺序 不 太 合 理 . 

本 方法 来 自 一 个 新 的 思想 ,只 需 一 点 点 创新 ,得 到 的 效果 从 
总 体 来 讲 却 是 使 问题 变 得 十 分 简单 .明了 .虽然 它 不 便 选 入 教材 
中 ,但 作为 课外 读物 选 录 于 此 ,是 因为 它 具 有 欣赏 价值 和 启发 
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意义 . 
本 法 可 叫做 “向 量 法 ”, 其 基本 思想 仅仅 是 ; 
注意 到 一 般 变换 过 程 dzdy ~> Jdxdv 是 “ 保 面 积 ” 的 . 关键 得 
注意 dzdy 的 实质 . 
由 于 dzdy 是 和 矩形 面积 时 ,变换 后 的 Jdxdv 一 般 也 只 能 是 平 
行 四 边 形 面积 ,所 以 只 需 一 般 的 表 出 面积 式 即 可 , 记 为 
dzdy = |dzXdy| 
为 此 ,只 需 将 Ty 及 工 (u,v0) ,ylu,v) 回 量化 . 这 时 又 只 需要 
在 (zyy ) 上 记 
dz = (dx,0) 
全 = (0,dy) 
在 (u,v) 上 记 
du = (du,0) 
站 = (0,do) 
dz Xs Xs 
dy Wa 5 
当 换 成 dt,dy,du,dv 的 表达 式 时 , 即 有 
dz zlfl [dr 0 11 
| | 


dz 
dy dy 0 dy 
dz dx] {1 du 0 1 
= 小 | dv 间 
将 其 代 回 式 (4-7-1) 则 有 
du 0 | 
, dv | 


站 i 


T= Xu vy) 


| 


癌 
(4-7-1) 
:oe yl(u,v) dz 


/ 7 
Ly Tv 


/ / 
Yu yu 
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Z dz zx' dv, | 


yudu y udv 
Xudu x ,dv 1 
Yudu yudv / 上 
从 而 有 


dzdy 二 = dz 2 dy | 一 | (x ”dx ,zz ,dv) x (y dx,y ,dv) | 


7 天 


一 |z du xz,dv 0 
yudu yd 0 
册 按 坟 列 展开 行列 式 , 即 得 证 


Le > 
dzxdy = So duduk = Jdudv 


注 1 显然 该 证 明 是 十 分 初等 的 ,所 要 求 的 条 件 也 很 弱 . 
注 2 证 明 中 所 用 到 的 “面积 等 于 一 个 又 乘积 之 模 *, 以 及 有 
关 的 向 量 运算 也 都 是 刚好 学 过 的 知识 . 
注 3 同 理 ,也 可 作出 三 重 积分 换 元 公式 的 推导 , 兹 免 . 


4.8 Stokes 公式 的 一 个 新 推导 


在 闭 曲 线 积分 中 Pdz 十 Qdy 十 Rdz 中 ,有 个 将 其 变 成 工 所 


围 平 面 ( 记 为 SCL) ) 上 二 重 积分 的 ”Stokes 公式 ”, 十 分 方便 . 但 
是 , 它 的 推导 在 流行 的 教科 书 上 却 是 很 麻烦 的 , 它 需 要 将 其 分 成 


中 Pdz 、 中 Qdy .中 Rdz 三 部 分 分 别 推导 后 再 合成 ,步骤 较 多 较 
i, i, i, 
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为 烦琐 

本 证 明 方 法 的 优点 在 于 :@ 分 项 自然 ;@ 结论 更 广 . 比如 在 
本 证 明 中 S(L) 可 以 是 建立 在 L 上 的 任 一 曲面 . 

上 述 优点 仅 出 于 一 个 创新 一 一 提出 一 个 “二 级 向 量 ” 概 念 ， 
从 而 使 证 明 变 得 更 加 直观 ,简单 .明了 . 对 于 学 过 现行 教材 中 
Stokes 公式 的 人 来 说 ,在 这 里 将 其 引述 出 来 想必 是 具有 赏析 意 
义 的 . 

主要 方法 是 ; 

定理 (Stokes) :对 闭 曲线 积分 中 Pdz 十 Qdy 十 Rdz , 设 

L 


| f(x,y2) 一 0 
(| | 可 微 , 目 在 g(x,y,z) 二 0 中 同时 可 
g(X, YZ) = 
解 得 : 
z 二 z(x,y) ,可 微 , 代 入 上 式 得 f(x,y,z(zx,y)) = 二 0 
二 yr ;可 微 ,代入 上 式 得 f(r yr 2) 过) 一 站 
工 二 X(y,2) ,可 微 ,代入 上 式 得 f(z(y,z),y,z) 二 0 
《ii) 由 艺 张 成 的 任意 曲面 S5(L) 与 其 在 任 一 坐标 面 上 的 投 


影 域 有 一 一 对 应 关系 ; 


( 几 ) 一 律 取 右 旋 系 ; 
(iy) P,Q,R € C'S(L)). 
则 有 
dzdy dydz dzdzx 
9 9 9 
wal 
FP Q R 
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简要 证 明 :首先 “中 * 一 FF.d5 


然后 分 别 给 出 dS,F 并 建立 它们 对 于 坐标 面 的 分 量 式 一 一 
一 级 问 量 : 


(1) 给 出 并 讨论 dS. 
TI dx 

dS = dzx,d ,dz 一 Qs, 9 ds 一 一 一 9 

( 9 ) = (cosa, cos B, cos Nds -= J 

A i = Ydy + de = 

Vdy’ + de Vd dr 

Vdz +de dy 二 (dy . Va Td 

A ds 


— .Xdy+d dz .vde+dr 
Vay Fa ds /Fa ds 


从 而 可 定义 条 的 二 级 向 量 式 为 45 二 十 {(d5,d5)). 


/3 
这 里 定义 
((d5,d5) ) = (Es Es VE 下 dr， 
"TE 而 
J YT) 


所 以 有 入 = 高 {(dz， dy,0),(0,dy,dz), (dz,0,dz)) 
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[人 广 ((dz2 十 dy2) 十 (dy 十 dz2) 十 (dz el 


= dr’ 二 +dy: + dz 一 ds: 
(2) 给 出 并 讨论 F. 运用 上 述 同 一 思想 和 方法 可 以 得 到 


下 一 下 (zyyz) 一 万 ((P,Q,0)， 0,Q,R)，CP,0,R)) 


及 [FI=P++R: 
(3) 最 后 可 以 得 到 


和 se $0(P,Q,0) (dz,dy,0) od Ryo da dS 
L L 


十 (P,0,R)(dz,0,dz)) 
(其 中 比如 (P,Q,0)(dx,dy,0) 为 通常 两 个 向 量 的 内 积 ) 


= $C(Pdr + Qdy) + (Qdy + Rdz) + (Pdz + Rdz)) 
L 


= 去 (中 Pdz+Qdy 二 中 dy 十 Rdz 二 中 Pdz+Rdz) 
Ls L, 上 


(再 分 别 用 格林 公式 ) 
9 aQ@ 9P 9Q _9P,_ 
时 2 9) dedy + IR(— dedy) — SE (— dedz) + 


aR aQ 0 
| Fdydz + 2E(— drdz) — SR(— dzrdy) + 


S(L) 4y 
」 (一 azddze+ 革 一 dd 一 芭 (- dydz)] 

双 了 2 一 区)dzdy 十 ( 肥 一 弛 dydz+( 芝 一 
3 ) dzdz] 
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加 9 9 9 
由 ， 9x dy 9 之 
P Q R 
cos (N ,zx) cos (N,y) cos (N,z) 
9 9 9 
= a ds 
SL) eg ey 
2 Q R 


显然 对 于 这 里 引入 的 “二 级 向 量 ” 概 念 ,还 可 以 探索 它 更 广 
的 意义 . 


4.9 关于 参数 方程 几何 作 图 问题 
“参数 方程 ”是 初等 数学 的 内 容 , 但 关于 参数 方程 的 研究 却 


一 直 以 来 没有 停息 过 . 这 里 着 重 谈 谈 它 的 空间 意义 . 
比如 ,对 于 函数 


y= f(x) (4-9-1) 
与 其 参数 式 
= p(t) 
' (4-9-2) 
yy 一 PC) 一 CE) 


之 间 , 只 “ 记 住 ”了 它们 是 一 条 曲线 , 却 不 能 说 出 更 多 ,这 是 不 利 

于 启发 思维 ,学 到 活 知识 的 . 为 此 ,这 里 对 它 作 一 次 简单 的 剖析 . 
事实 上 ,容易 看 到 以 上 两 式 最 多 可 以 说 在 “分 析 ” 意 义 下 它 

是 一 条 曲线 ,而 在 几何 意义 下 却 是 两 条 完全 不 同 的 曲线 . 
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具体 地 ,它们 只 在 (x,y) 平面 上 来 说 才 是 一 条 曲线 , 当 分 别 
在 各 自 的 空间 (z,y) 和 (zx,y,t) 来 看 时 , 则 是 两 条 不 同 的 曲 
线 了 . 

换 句 话说 ,从 几何 意义 讲 , 仅 当 后 式 (4-9-2) 消 去 参数 上 才 可 
能 成 为 前 式 (4-9-1). 而 消去 参数 上 意味 着 在 空间 (zx,y,t) 沿 着 1 
轴 向 (zx,y) 平面 作 正 投影 . 这 种 投影 是 实质 性 的 , 否则 式 
(4-9-2) 不 是 真正 的 参数 方程 . 

以 上 来 自 几何 的 考虑 也 可 叫做 “静态 ”的 考虑 . 此 外 ,还 可 以 
视 参 数 :为 时 间 变 量 . 这 时 式 (4-9-2) 即 成 为 式 (4-9-1) 的 “动态 ” 
表示 了 . . : 
那么 是 否 可 说 这 时 前 述 的 认为 曲线 式 (4-9-1)、 式 (4-9-2) 
是 “一 条 曲线 ” 即 是 正确 的 呢 ? 我 们 说 仍然 不 是 . 因为 尽管 这 时 
的 “动态 ”意义 也 发 生 在 (zx,y) 平面 上 ,但 毕竟 有 “动态 ”与 “ 静 
态 ” 的 差异 . 从 含义 讲 , 动 态 是 过 程 中 的 (任意 ) 局 部 , 它 正在 “ 划 ” 
着 这 条 曲线 ;静态 则 是 过 程 的 累计 结果 (动态 的 时 间 积 分 总 体 )， 
已 经 * 划 ”成 了 这 条 曲线 . : 

这 似乎 印证 了 一 句 哲 学 名 言 ,“ 相 异 就 是 矛盾 ” 的 确 ,只 要 
它们 的 形式 有 所 不 同 ,就 不 可 能 有 真正 的 同一 也 因此 才 有 了 科 
学 上 “对 看 似 相 同 的 ,应 尽量 寻求 它们 的 差异 ;对 看 似 不 同 的 ,应 
尽量 寻求 它们 的 共同 点 ”的 治学 经 验 . 

最 后 让 我 们 用 一 个 简单 例子 来 说 明 问 题 . 

例 ”比较 单位 圆 x? 十 y = 1 与 其 参数 式 


T= cost 
| C4-9-3) 
y= sint 
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一 COS 上 


显然 , 式 (4-9-3) 是 (并 yy 空间 中 的 柱 面 与 柱 


:4 
/ 人 “”“W 正 交 后 产生 的 交 线 一 一 条 无 穷 的 “弹簧 线 ”该 
六 一 二 

“弹簧 线 ?在 (z,y) 平面 上 的 投影 ( 式 (4-9-3) 中 消去 1) 正好 是 
其 前 式 一 单位 贺 . 如 果 从 (参数 + 的 ) 动 态 意义 讲 , 则 式 (4-9-3) 


( 非 参 数 ) 意 义 讲 , 却 是 单位 圆 整 体 . 
4. 10 ”关于 高 维 空间 几何 作 图 问题 


问题 的 提出 :我 们 已 熟悉 多 元 函数 ,比如 对 于 对 元 函数 y 王 
fz) 二 f(ziyX2 ;Xn) ,常常 记 此 zr 个 独立 变 元 的 向 量 xz 为 
Xz 二 (zi1;Zs，… ,Xs)ER"(n 维 欧 几 里 得 空间 ). 表明 人 们 已 习惯 
于 高 维 空间 思维 了 . 

也 的 确 , 比 如 当 n = 二 0 、1、.2、3 时 都 是 很 现实 的 ,都 能 在 纸 
(平面 ) 上 男 出 图 形 来 ,十 分 形象 . 那么 问 , 当 n> 3 时 为 什么 未 见 
有 像 n 志 3 维 空间 的 图 形 ? 是 否 还 可 以 作出 像 n 志 3 那样 形象 、 
直观 的 图 来 呢 ? 本 节 即 来 回答 这 一 问题 . 

我 们 总 的 答案 是 : 不 为 也 , 非 不 能 也 . 

首先 说 ,所 有 的 作 图 包括 n 志 3 维 空间 的 作 图 乃至 画 画 、 照 
相等 ,都 只 是 一 种 “表示 ”而 已 ,莫非 把 实际 的 对 象 映射 成 一 个 
“表示 ” 它 的 图 案 或 符号 罢了 . 只 是 不 同 的 表示 有 不 同 的 特征 , 比 
如 设计 图 纸 的 “表示 ”需要 具有 精确 的 尺寸 ,绘画 家 的 “表示 ” 需 
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要 具有 原 物 的 神韵 ,代数 学 中 的 “表示 ” 实 为 “表示 论 ”, 是 赋予 了 
严格 定义 的 表示 ,几何 学 中 坐标 系 上 的 “表示 ” 则 是 为 了 体现 变 
量 间 的 一 种 动态 关系 , 作 图 “表示 ” 则 是 为 了 形象 直观 ,特别 有 
一 种 “示意 图 ”更 是 如 此 . 

那么 我 们 这 里 讨论 的 仅 属 于 坐标 系 中 的 表示 ,只 是 为 了 形 
象 直观 ,增强 思维 和 理解 而 作 . 这 就 明白 为 什么 在 坐标 系 下 既 有 
的 图 形 表示 中 只 有 nn 世 3 维 空间 情形 了 . 

首先 说 , 它 不 是 不 可 以 作出 “表示 ”来 的 ,而 是 即使 作出 了 
“表示 ”仍然 达 不 到 形象 直观 的 目标 ,因而 不 去 作 . 关键 是 人 们 
没有 高 维 空间 图 形 的 直观 经 验 , 所 以 没有 那 种 直观 感 , 因 此 即使 
画 出 来 了 也 不 会 感到 直观 ， 

人 们 对 低 维 空间 图 形 之 所 以 感到 直观 、 形 象 ,不 是 因为 “ 表 
示 本 身 有 什么 奥妙 , 仅 在 于 人 们 具有 这 一 经 验 ,大 脑 里 存储 有 
相应 信息 ,容易 被 图 形 的 视觉 激发 起 相应 空间 概念 来 . 

忌 之 ,过 去 数学 上 之 所 以 没有 n> 3 维 空间 图 形 ,不 是 它 不 
能 而 是 它 不 为 .不 愿意 ,认为 没有 必要 . 

' 为 了 进一步 说 明 上 述 观 点 ,这 里 特地 作出 一 个 高 维 空间 几 
” 何 图 形 来 . 将 看 到 ,即使 仅 就 “最 低 ” 的 高 维和 最 简单 的 几何 图 
形 一 一 4 维 立方 体 来 说 ,也 足以 体会 到 它 的 确 已 失去 了 几何 图 形 
的 直观 使 命 . 

例 如 图 4 - 4, 这 是 个 (zx,y,z,t ) 四 维 空间 中 的 一 个 单位 
立方 体 . 它 具 有 2 二 16 个 顶点 ; 4 X21 一 32 条 棱 ; 4! 二 24 个 
” 面 , 皆 符 合 欧 拉 公式 n 维 简单 立方 体 有 顶点 数 v 二 2 ; 棱 数 
e 二 n*2” ; 面 数 f= 二 n! , 且 满 足 所 谓 * 欧 拉 公 式 ”v 一 e 十 f= 
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2( 注 :对 于 复杂 立方 体 更 有 公式 v 一 e 十 f 一 r 十 2h 一 2s 二 0 ,其 
中 r+ 表示 内 环 数 ; h 表示 通 孔 数 ; s 表示 立体 数 ,这 一 推广 公式 在 
机 械 制图 学 等 学 科 中 常用 ). 

最 后 指出 ,数学 中 对 于 高 维 空间 虽然 没有 直观 感 的 示意 图 
(他 们 不 愿 做 ) ,但 也 是 少不了 高 维 空间 表示 的 . 比如 当 所 考虑 的 
空间 R" 由 两 个 或 三 个 子 空间 构成 时 , 则 可 以 将 每 个 子 空间 以 一 
个 坐标 轴 表 示 , 从 而 将 问题 化 为 低 维 空间 坐标 系 上 来 讨论 . 例如 
和 若 有 R" 二 Ra X R” 则 可 在 图 4 - 5 坐标 系 中 去 考虑 了 . 


图 4-4 图 4-5 


4. 11 关于 线性 代数 方程 组 解 空间 的 理解 


通常 认为 数学 中 线性 问题 是 最 简单 的 ,而 简单 的 常常 也 是 
直观 的 ,可 是 在 线性 代数 学 中 却 不 然 ,学 生 反 而 觉得 抽象 难 懂 ， 
像 读 天 书 , 甚 至 不 得 不 靠 死记 硬 背 ,从 符号 到 符号 ,从 公式 到 公 
式 ,脑子 里 老 建 立 不 起 空间 概念 来 . 

的 确 这 也 难怪 ,尽管 说 线性 空间 正 是 第 卡尔 坐标 系 表现 的 
所 谓 平 直 空 间 ” 欧 几 里 得 空间 ,但 因为 线性 代数 学 面临 的 空间 
正 是 高 维 空间 , 据 4. 10 节 知 它 已 超越 了 人 们 经 验 所 及 的 直观 
感 ,所 以 建立 不 起 ( 低 维 空间 里 的 那 种 ) 空 间 概念 来 . 
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个 过 这 也 不 是 绝对 的 ,高 维 空 间 里 仍然 还 是 有 规律 可 循 以 
帮助 我 们 理解 的 ,加 上 可 采用 上 节 谈 到 的 将 高 维 空间 化 为 其 子 
空间 (从 而 成 为 低 维 空间 ) 关 系 等 手段 ,还 是 容易 建立 起 空间 概 
念 来 的 . 这 些 也 都 是 本 节 要 说 明 的 问题 . 


比如 对 于 阶 齐 次 线性 代数 方程 组 
4X 一 0 (4-11-1) 
与 n 阶 非 齐 次 线性 代数 方程 组 
AX=B (4-11-2) 


的 解 集合 的 结构 特征 理解 ,如 果 只 停留 于 公式 和 符号 而 不 懂得 
它 在 空间 上 的 几何 意义 , 则 既 掌握 不 牢 ,也 会 影响 后 继 课 程 . 比 
如 将 影响 到 对 常 微分 方程 中 常 系数 线性 微分 方程 组 解 结构 的 
理解 . - 
为 解释 它们 的 解 结构 特征 ,首先 回顾 一 下 AX 二 0 中 nnXn 
矩阵 4 在 满 秩 的 简单 情形 下 的 几何 意义 . 由 于 和 矩阵 的 几何 实质 
是 表示 一 个 空间 ,同时 4 在 式 中 的 地 位 也 是 个 向 量 ( 比 如 可 看 成 
n 个 列 向 量 ( 作 为 元 素 ) 构 成 的 一 个 行 向 量 ) ,而 AX 表明 两 个 向 
量 的 内 积 ( 一 个 向 量 长 与 男 一 向 量 在 该 向 量 上 投影 长 之 积 ), 所 
以 (4-11-1) 表 明 向 量 关 总 是 垂直 于 “向 量 A ”( 也 是 空间 A ) , 亦 
即 在 其 上 的 投影 为 0, 所 以 这 时 只 有 0 解 . 

同 理 可 理解 方程 组 (4-11-2) ,这 时 向 量 和 X 与 空间 A 不 正 交 
(其 内 积 为 B , 非 0) ,这 时 即 有 非 0 解 和 X= 41B. 

须知 在 一 个 既定 的 “ 满 秩 ” 空 间 内 是 不 可 能 再 有 一 个 垂直 于 
该 空间 (又 落 在 该 空间 内 ) 的 非 0 向 量 的 ,但 可 以 有 甚至 无 穷 多 
个 与 之 非 正 交 的 向 量 . 原因 是 前 者 要 求 是 同时 垂直 于 空间 中 每 
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个 向 量 的 向 量 , 后 者 却 没 有 这 一 要 求 ( 限 制 ). 

例如 , 设 A 是 在 某 个 二 维 坐 标 系 下 表 出 的 一 个 二 维 平面 , 那 
么 同 在 这 个 平面 上 不 可 能 再 有 一 个 非 0 向 量 与 之 正 交 ( 垂 直 )， 
否则 必然 会 超出 该 空间 . 若 不 要 求 垂 直 该 平面 ( 即 不 要 求 同 时 垂 
直 平 面 中 所 有 向 量 ), 这 样 的 向 量 不 仅 有 而 且 无 穷 多 . 比如 同 在 
该 平面 内 任 一 向 量 皆 不 可 能 同时 正 交 于 4 中 每 个 向 量 , 因而 都 
可 能 与 和 4 表 出 的 该 空间 和 斜 交 ,只 是 各 自 产生 的 内 积 不 一 定 相 同 
罢了 . z 

在 认识 了 特殊 情形 之 后 即 可 推广 认识 一 般 情 形 了 . 此 即 A 
不 满 秩 的 情形 ,这 时 它 已 经 不 再 是 n 维 空间 ,但 容易 看 到 方程 组 
(4-11-1) 与 式 (4-11-2) 中 A 满 秩 的 简单 情形 仍 在 其 中 ,只 是 来 
得 复杂 一 些 罢了 . 

这 时 可 设 A 的 秩 为 r 二 n ,并 相应 地 记 


A!l! A, X! 
A= / / :入 一 
Ai A, Xs 


已 知 4 为 n Xn 和 矩 阵 , 则 A 入! 为 r Xr 和 矩阵 , A 为 rX (n 一 7) 
阵 , X .Bi 芭 7 维 ( 列 ) 子 向 量 ,余下 的 矩阵 和 向 量 的 阶 自明 . 
于 是 方程 组 (4-11-1) 变 成 +r 阶 等 价 方程 组 
AiX! 十 4:X2 一 0 《4-11-4) 
其 解 为 X' = Ai' (— A,X’) (4-11-5) 
这 时 万 是 自由 参量 , 记 解 集合 {X!! ) 为 Xi! , 则 它 等 价 于 
齐 次 方程 (4-11-1) 的 解 集合 . 
同 理 ,对 于 非 齐 次 方程 组 (4-11-2) , 则 简化 成 为 
AlX! 十 42X2 = Bl (4-11-6) 


四 
,B 一 (4-11-3) 
B, 
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并 且 有 人 解 ( 记 为 XX!* )， 
Xi* = AT!'(B, — A,X’) 
= Ai1!'B, — Ai!'A, xX’ 
会 十 Xi Ca T1279) 
其 中 为 方程 组 (4-11-2)( 亦 即 方程 组 (4-11-6)) 的 一 个 特 解 ， 
记 解 集合 {XX'" ) 为 总，. 

这 时 容易 来 解释 它们 的 几何 意义 了 . 

这 里 正好 用 上 图 4 - 5 的 思想 一 一 对 这 里 的 维 空间 , 视 其 
特有 的 子 空间 为 坐标 轴 , 可 表 作 三 维 坐标 系 的 形式 如 图 4 - 6 所 
示 , 其 中 X' 子 空间 (r 维 ) 表 以 横 轴 ;再 表 ( n 一 r ) 维 余 空间 为 六 
= Xi X Xi. 


图 4-6 

这 时 可 以 看 到 ,方程 组 (4-11-4) 的 解 集 ( 等 价 于 方程 组 

(4-11-1) 的 解 集 ) X! 正好 构成 一 个 线性 空间 (概念 见 2. 1 节 例 

1) ,而 方程 组 (4-11-6) (等 价 于 方程 组 (4-11-2)) 的 解 集 关 * 仅 

仅 平行 于 X! 空间 ,而 不 是 线性 空间 ,原因 是 它 不 含有 0 元 素 , 因 

而 不 满足 线性 空间 定义 , 方程 组 (4-11-6) 的 任 一 元 素 X!* E€ 
X!” 是 由 确定 解 9 加 上 完 ! 中 一 个 相应 元 素 而 成 . 
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至 于 ?3 ,虽然 也 是 ”> 维 向 量 , 却 不 必 在 X! 空间 内 . 关于 这 点 
可 这 样 来 理解 . 设 降 秩 的 方程 组 (4-11-1) 的 解 空间 由 和 矩阵 必 表 
出 , 则 有 4X = 0 ,那么 相对 于 非 齐 次 方程 组 (4-11-2) 则 从 形式 ， 
上 来 说 ,应 该 有 半 二 兰 十 a 才能 满足 4X 二 B , 亦 即 这 时 有 A( 关 
十 @) 一 四 ,从 而 有 AX 十 40 一 0 十 ha 一 B ,形式 地 (如 果 A 满 秩 ) 
有 向 量 @ = 二 A411B ,但 因 A 和 的 秩 为 r 二 n ,所 以 它 等 价 于 方程 组 
(4-11-6) 的 形式 , 即 有 cx = 二 A1!'B1 ,也 就 是 这 里 随便 取 的 @ 事实 
上 就 是 式 (4-11-7) 中 的 四 当然 这 只 是 一 种 代数 的 理解 ,由 于 几 
何 空间 的 解释 话语 比较 风 繁 , 兹 免 . 


.204 。 


黄 析 五 
哲学 数学 


这 里 谈 的 是 “哲学 数学 ”而 不 是 《数学 哲学 》 哲学 数学 是 从 
哲学 思辩 的 角度 对 数学 作出 一 些 认识 ,而 (数学 哲学 (赏析 二 
曾 谈 到 ) 属 现代 数学 的 前 沿 领地 ,主要 有 实证 论 、 证 明 论 、 逻 
辑 论 ,模型 论 、 递 归 论 以 及 非 标 准 分 析 等 分 支 学 科 . 它们 一 个 共 
同 的 基本 目标 是 探索 数学 的 根基 , 本 章 不 拟 讨 论 它 . 本 章 仅 以 
一 种 “大 众 哲 学 ”( 即 非 专业 哲学 ) 的 思维 方式 从 几 个 足以 使 人 
产生 兴趣 的 方面 来 欣赏 . 


5. 1 谈 谈 数 学 美 ? 
5. 1. 1 关于 美 
据说 “美学 ”一 词 产 生 于 18 世纪 后 半 叶 , 却 不 知道 人 类 对 


由 本 节 主 要 内 容 曾 与 不 等 式 专家 王 挽 澜 教授 合作 发 表 过 . 
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美的 概念 和 美感 产生 于 何 时 ,不 过 据 人 类 《美学 史 》 说 来 ,至 少 
也 得 比 苏 格 拉 底 ( 公 元 前 4 5 世纪 ) 还 要 早 . 

什么 是 美 ? 人 类 为 什么 存在 着 共同 的 却 又 不 是 绝对 统一 
的 美感 ? 

在 鲍 桑 葵 看 来 ,“ 凡 是 对 感官 ,知觉 和 想象 力 具有 特征 的 ， 
同时 又 通过 同一 媒介 服从 于 一 般 的 亦 即 抽象 的 .表现 力 的 东西 
叫做 美 . ”这 未 免 太 涩 口 了 . 

我 们 认为 美感 是 人 类 主观 世界 对 客观 世界 在 一 种 心理 层 
次 上 的 好 恶 反应 . 或 说 当 一 件 客观 事物 能 在 自己 的 心理 或 生理 

上 表现 出 吸引 、 接 纳 的 心态 反应 时 ,被 叫做 是 美的 . 反之 ,在 心 
态 上 产生 拒 斥 、 避 缩 反 应 时 ,叫做 是 丑 的 . 

美的 事物 能 激 起 人 们 的 好 奇 心理 .热爱 心理 、 向 往 心理 , 孜 
孜 以 求 的 心理 . 虽然 美感 可 以 随 着 人 的 不 同 、 民 族 阶级 的 不 同 
而 有 所 殊 异 ,但 人 类 共同 的 美感 毕竟 是 主流 . 正 是 这 种 共同 的 
美感 像 一 块 磁石 使 人 类 社会 成 为 一 个 有 序 的 .团结 的 .具有 向 
心力 的 整体 . 

也 是 在 这 种 美感 主流 之 下 存在 的 具体 差异 ,使 得 世界 变 得 
万 紫 干 巡 五光十色 ,否则 不 就 成 为 一 个 单调 乏味 、 万 口 同 声 、 
一 花 独 秀 的 枯燥 世界 了 吗 ? 大 自然 真 会 设计 自己 . 

如 今 科学 越 来 越 难以 找到 人 与 动物 的 根本 区 别 特征 ,但 典 
型 与 非典 型 之 差异 总 是 存在 的 ,也 许 美 感 也 是 人 类 区 别 于 动物 
的 典型 心理 特征 之 一 . 

美 ,表现 在 生理 上 即 为 甘 与 苦 ; 表 现在 伦理 上 即 为 善 与 恶 ; 
表现 在 价值 论 上 即 为 利 与 弊 ; 表 现在 学 科 上 即 为 趣味 与 枯燥 . 
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平 直 的 有 美 ,曲折 的 有 美 ; 简单 的 有 美 ,复杂 的 有 美 ; 黑 有 
黑 得 美 , 红 有 红 得 美 ; 有 自然 美 ,有 艺术 美 ; 有 外 表 美 ,有 心灵 
美 ;有 丰 腹 美 ` 有 瘦 劲 美 ,西施 瘦 得 美 ,贵妃 胖 得 美 . 还 有 对 称 
美 . 非 对 称 美 、 视 觉 美 .触觉 美 . 听 觉 美 …… 甚 至 玩具 店 里 的 丑 
娃娃 也 丑 得 美 . 

美 与 不 美 也 是 一 种 感觉 ,人 情感 万 物 ,心情 愉悦 时 看 到 什 
么 都 顺心 .什么 都 美 . 

美 与 丑 充 斥 了 人 类 生活 的 一 切 角落 . 

人 类 爱 美 ,因而 追求 美 ,对 数学 “完美 性 ”的 追求 就 是 一 例 . 
比如 哥 德 巴 赫 猜 想 , 至 少 其 初衷 只 不 过 是 为 着 完成 一 项 数学 美 
的 任务 罢了 . 即使 现代 纯 数学 家 为 之 绞 尽 脑汁 的 好 些 课题 , 论 
其 社会 意义 往往 还 谈 不 上 或 暂 不 明显 ,但 他 们 至 少 有 一 个 共同 
的 目标 , 那 就 是 喜欢 数学 一 一 对 数学 美的 追求 . 


5. 1.2 数学 真 的 美 吗 


正如 , 同 在 一 个 礼拜 大 厅 里 的 人 ,大 家 都 同样 在 赞美 上 帝 、 
项 礼 膜拜 ,但 要 问 各 自 的 内 心 难道 就 真 的 处 在 同一 个 心理 层 
次 、 同 一 个 虚 诚 心 度 吗 ? 经 验 告诉 人 们 ,其 间 的 差异 是 很 大 的 . 
有 的 是 来 性 悔 的 ,有 的 是 来 求 佑 的 ,有 的 是 来 祈福 的 ,有 的 是 为 
增 硅 的 , 剩 下 来 的 才 是 真正 修身 有 素 , 以 求 继续 修炼 正身 来 的 . 
甚至 有 的 祈 佑 者 本 来 就 心 存疑 虑 “上 帝 真 的 存在 吗 ? 真 的 美 
吗 ? 真能 保佑 我 们 吗 ?” 但 在 如 此 千 心 一 诚 的 气氛 中 ,他 敢 想 而 
不 敢 说 ,甚至 连 想 也 不 敢 想 ,只 得 昧 心 的 附和 着 , 人 家 弯 腰 我 
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类 似 的 “从 众 现象 ”在 社会 上 .生活 中 比比 皆 是 . 

自古 以 来 人 间 流 行 的 都 是 赞美 数学 、 襄 扬 数 学 ,特别 在 今 
天 ,课堂 里 .社会 上 人 人 都 在 说 数学 美 ,已 经 成 为 一 种 时 尚 . 那 
么 要 问 ,数学 真 的 那么 美 吗 ? 它 在 每 个 人 的 心里 都 一 样 的 美 
吗 ? 每 个 人 对 它 都 是 那么 心悦诚服 的 吗 ? 

回答 是 不 尽 然 的 ,里 面 仍然 存在 着 各 种 各 样 的 心态 . 

尽管 说 在 “ 冠 园 堂皇 ”的 场合 人 们 都 众 口 一 词 地 说 数学 美 ， 
但 是 真正 窝 在 心里 的 , 却 是 有 不 少 人 曾经 怀疑 过 或 者 一 直 怀疑 
着 数学 之 “ 美 ”. 体会 到 的 不 是 别 的 ,倒是 枯燥 ,苦涩 , 美 从 何 来 ? 
说 它 美 也 许 是 一 些 自命 聪明 的 人 装 腔 作 “ 秀 ”的 吧 ? 

甚至 有 人 既 对 以 陈景润 为 典型 代表 的 数学 家 们 表示 敬佩 ， 
却 也 对 他 们 表示 同情 ,觉得 他 们 可 怜 , 因 为 他 们 太 苦 、 太 累 、 太 
不 值 了 . 由 此 也 对 数学 产生 了 畏惧 感 ,以 致 不 敢 效仿 他 们 . 

既然 一 点 也 想象 不 到 陈景润 “ 币 笠 哥 德 巴 赫 猜 想 世 界 ” 的 
乐趣 ,还 奢 谈 什么 数学 美 ? 

的 确 ,虽然 说 数学 美 , 但 它 既 不 是 路 边 的 鲜花 ,驻足 可 赏 ， 
也 不 是 朋友 送 的 生日 礼物 , 乐 手 可 得 ,更 不 是 探 圳 取 物 . 

数学 美 , 数 学 中 蕴藏 着 丰富 的 美 ,但 也 需要 学 会 去 欣赏 它 
才 行 . 

有 人 上 比喻 得 对 ,数学 是 隔 岸 的 鲜花 ,只 有 敢于 和 且 能 够 涉 水 
才能 获得 ;数学 是 柚 顶 的 水 果 , 只 有 能 和 拓 上 储备 梯 者 才能 拿 得 
到 ;数学 是 沙漠 中 的 绿洲 ,只 有 事先 忍受 了 干 渴 才能 欣赏 到 它 
的 异 景 . 

的 确 ,如 果 没 有 艰苦 的 攀 代 ,没有 站 到 一 定 的 高 度 , 那 是 欣 
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赏 不 到 数学 美的 . 正如 一 个 钢琴 家 ,没有 经 历 过 枯燥 .乏味 的 基 
练 ,是 享受 不 到 成 功 喜悦 的 . 

当然 ,对 数学 的 美感 .欣赏 能 力也 是 随 着 攀登 过 程 ,一 点 一 
滴 成 果 积 累 ,而 逐步 上 升 起 来 的 . 

享受 美 及 其 乐趣 ,并 不 总 是 在 轻松 过 程 中 进行 的 . 比如 运 
动 场 上 的 人 汗 流 添 背 ` 气 喘吁吁 ,其 狼 狐 形象 很 难说 他 美 ,但 他 
却 认为 美 .认为 有 趣 , 乐 在 其 中 . 

做 作业 的 学 生 虽 然 焦 眉 秋 眼 、 苦 相 可 怜 , 但 当 一 道 数学 
“ 难 ” 题 被 他 “破解 ”之 后 , 脸 上 立刻 泛 起 笑容 ,一 边 继续 更 高 效 
”地 做 着 作业 一 边 还 哼 起 了 小 调 ,显得 乐 滋 滋 的 . 这 就 是 美 ,这 就 
是 他 尝 到 的 一 种 数学 美 . 

还 有 ， ln 当 用 不 同方 法 解 
同一 问题 而 殊途同归 ,得 到 同一 个 答案 时 ,不 由 地 感叹 道 ,“ 数 
pions Wisi 
然 茅 塞 顿 开 时 ,不 由 地 感叹 道 ,“ 数 学 真美 啊 ”! 这 些 都 是 我 们 
体会 到 的 数学 美 . 

任意 一 门 学 科 , 在 没有 认识 到 它 , 没 有 进入 到 它 的 领地 之 
前 ,往往 不 觉得 它 美 ,有 时 甚至 觉得 丑 ,数学 即 是 这 样 的 . 数学 
对 于 意志 薄弱 者 .畏惧 艰苦 者 可 算 一 个 最 大 的 泥潭 ,可 对 于 一 
个 努力 钻研 ,有 志 于 事业 者 却 是 无 限 的 乐园 . 

美感 是 可 以 建立 的 ,可 以 培养 的 ,也 是 可 以 改变 ,可 以 迁移 
的 ,数学 更 不 例外 . 18 世纪 数学 王子 高 斯 就 因为 在 小 学 时 发 现 


了 0 x 100 这 一 计算 公式 ,欣赏 到 了 数 
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学 之 美 , 而 对 数学 产生 了 极 大 兴趣 , 以致 一 发 不 可 收拾 ,终于 成 
为 载 誉 数学 史 的 一 位 大 家 . 

从 菏 种 意义 上 说 ,学 习 数 学 的 途径 首先 就 是 要 建立 对 数学 
的 美感 ,通过 美感 即 能 产生 兴趣 ,兴趣 即 能 产生 追求 ,追求 即 能 
产生 创造 以 及 接纳 知识 的 最 佳 心境 . 

所 谓 只 有 热爱 数学 才能 学 好 数学 ”就 是 这 个 原理 . 

数学 家 阿拉 尼 说 ,“ 由 于 我 热爱 数学 ,我 常常 这 样 想 ,如 果 
对 数学 不 理解 ,任何 哲学 都 谈 不 上 ,所 以 我 敬之 为 智慧 之 母 .” 
古 希 腊 数 学 家 洛克 拉 斯 说 “哪里 有 数 ,哪里 就 有 美 ” 函数 论 名 
家 别 尔 曼 说 ，…… 人 们 普遍 认为 音乐 .艺术 及 数学 作品 都 是 美 
妙 的 ” 

” ”也许 人 们 都 曾 闪 过 一 个 疑问 或 惊奇 ,为 什么 音乐 的 乐谱 也 
能 用 1,2,…,? 来 记录 ? 是 的 ,数字 配 上 了 音 、 调 即 成 了 另 一 种 
美 , 可 见 数 字 ( 从 而 数学 ) 所 蕴涵 的 美 了 . 

的 确 ,喜欢 数学 或 其 某 个 分 支 的 人 ,总 能 于 其 中 发 现 越 来 
越 多 的 激发 他 兴趣 的 东西 ,这 就 是 他 发 现 的 数学 美 . 

总 之 ,数学 是 美 , 但 它 是 高 尚之 美 ,只 投 抱 于 具有 一 定 修养 
的 人 ; 它 是 刺 玫瑰 之 美 ,只 折服 于 那些 不 畏 荆 棘 的 人 . 


5. 1.3 数学 之 美 


以 上 谈 到 的 数学 美 还 只 是 通过 劳动 欣赏 到 的 美 ,严格 说 那 
里 更 多 的 只 是 一 种 主观 心境 . 那么 ,从 现在 起 则 要 正式 谈 谈 数学 
所 存在 的 内 在 美 、 客 观 美 . 

”比如 ,也 许 我 们 曾 为 魔方 入 过 迷 , 曾经 怀疑 过 棋盘 上 的 故 
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事 ,曾经 感叹 八 个 音符 所 产生 的 无 穷 乐谱 ,甚至 为 自己 十 个 指头 
上 产生 的 数学 作 过 遐想 ……… 

忌 之 ,生活 中 本 身 就 蕴藏 着 丰富 的 .内 在 的 数学 美 . 

关于 数学 内 在 更 多 更 为 深刻 的 美 , 放 到 下 面 去 细 说 ,这 里 特 
别 来 谈 谈 应 用 数学 特定 的 美 . 

应 用 数学 特定 的 美 主要 体现 在 数学 与 自然 界 的 统一 美和 
谐 美 ;数学 与 社会 实践 间 的 协调 美 .效益 美 . 

首先 说 数学 在 自然 科学 、 工 程 技 术 中 体现 出 的 美 ,这 可 是 举 
世 共 知 的 了 . 早 在 古 希 腊 的 毕 达 哥 拉 斯 就 赞美 过 数 ,他 说 “万 物 
肖 数 ”. 即使 伽利略 (1564 一 1642) 这 位 实验 学 之 父 对 数学 也 一 往 
情 深 ,他 曾 感 叹 道 “自然 之 书 数学 写成 ”, 他 还 颇 富 诗意 的 欣赏 到 
“数学 是 上 帝 用 来 赞美 大 自然 的 音符 ”. 这 些 都 足以 说 明 数 学 在 
目 然 科学 中 早已 显示 出 它 的 美 ,早已 融入 工程 .技术 等 自然 科学 
领域 ,早已 博得 代 代 大 师 们 的 爱戴 和 赞赏 . 

的 确 , 正 是 数学 使 得 牛顿 能 够 建立 起 证 明 论 ,从 而 才 有 了 物 
理学 . 正 是 数学 支撑 起 了 近代 科学 ,成 为 它们 不 可 须 史 缺失 的 工 
具 . 如 果 说 是 近代 科学 技术 使 人 类 物质 生活 水 平 产 生 了 一 个 质 
的 飞跃 ， 那么 数学 则 是 这 一 飞跃 成 功 的 保障 . 

其 次 来 看 看 应 用 数学 在 社会 科学 方面 体现 出 的 美 . 我 们 说 
在 这 方面 应 用 数学 更 有 直接 产生 经 济 效益 ,直接 为 人 类 切身 利 
益 服务 的 美 . 如 今 还 有 诸如 运筹 学 ,优化 数学 、 价 值 数学 以 及 系 
列 的 、 越 来 越 多 的 数量 方法 运用 到 了 经 济 学 、 社 会 学 、 系 统 科 学 、 
软 科学 等 方面 ,使 得 在 现代 ,应 用 数学 大 大 扩大 了 它 的 领域 . 
具体 地 ,比如 对 经 济 学 中 当今 主流 学 科 一 一 西方 经 济 学 来 
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说 . 正 是 数学 使 得 西方 经 济 学 能 体现 出 它 鲜 明 的 实证 特征 . 西方 
经 济 学 能 在 18 世纪 资产 阶级 取得 并 巩固 政权 后 ,及 时 将 经 济 学 
从 原来 以 意识 形态 、 规 范 分 析 为 特征 的 政治 经 济 学 转变 到 以 技 
术 效率 .定量 分 析 为 特征 的 实证 经 济 学 , 既 很 好 地 实现 了 迅速 
高 经 济 水 平 的 宗旨 ,又 深刻 地 揭示 了 经 济 社 会 内 在 规律 ,因而 

得 到 全 世界 的 推崇 ,这 是 数学 在 经 济 学 中 体现 出 的 又 一 大 美 . 

反 过 来 说 ,经 济 学 也 在 丰富 着 数学 之 美 . 诸如 直接 产生 于 经 
济 学 的 集 值 映 射 、 运 筹 学 和 博弈 论 等 都 是 经 济 学 直接 对 数学 的 

又 如 ,经 济 学 中 一 般 均 衡 模型 及 其 证 明 引 出 的 《数理 经 济 
学 分 支 之 所 以 能 成 为 经 济 理论 的 典型 ,能 为 经 济 学 大 为 增光 ， 
就 因为 在 它 的 “一 般 均衡 存在 性 模型 ”的 证 明 中 充分 运用 (并 促 
进 ) 了 现代 数学 的 高 深 理论 和 方法 . 

这 些 都 直接 表明 了 ,经济 学 中 也 深 深 蕴 涵 着 数学 之 美 . 

再 如 计算 机 科学 . 我 们 知道 计算 机 的 诞生 是 个 划时代 的 事 
件 , 为 人 类 科学 技术 和 社会 生活 引 来 了 一 场 大 革命 ,形成 了 一 个 
不 折 不 扣 的 计算 机 科学 时 代 . 但 是 人 们 不 能 忘记 计算 机 科学 是 
产生 并 脱胎 于 数学 的 ,因此 说 今天 的 计算 机 科学 也 是 数学 为 人 
类 社会 提供 的 一 大 贡献 . 被 誉 为 计算 机 之 父 的 冯 “。 诺 依 曼 ( 美 籍 
匈牙利 人 ,1903 一 1957) 也 是 一 位 知名 的 数学 家 (具体 说 是 代数 
学 家 ). 此 外 , 冯 氏 还 是 博弈 论 之 父 , 是 “经 济 学 一 般 均衡 模型 ”及 
其 证 明 思 想 的 一 个 主要 提供 者 ). 

公认 计算 机 的 核心 理论 和 技术 不 在 其 硬件 , 仅 在 其 软件 ,不 
妨 说 软件 是 数学 的 多 门 学 科 以 及 数学 思维 的 交汇 处 , 冯 。 诺 依 
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曼 的 贡献 也 就 在 软件 上 . 那 是 在 计算 机 已 经 出 现 之 后 , 仅 因 为 他 
提出 了 存储 理念 和 产生 软件 的 思想 而 使 得 计算 机 真正 成 为 具有 
独立 运行 机 制 的 “智能 机 ”、“ 电 脑 ”也 才 使 得 人 们 把 “计算 机 之 
父 ” 的 美称 不 是 给 了 涂 灵 , 也 不 是 给 了 计算 机 的 总 设计 师 , 而 是 
给 予 了 仅仅 提出 能 使 计算 机 智能 化 的 思想 的 他 . 由 此 也 足见 知 
能 化 ,也 就 是 今天 的 软件 ,在 计算 机 设备 中 的 地 位 了 . 

总 之 ,计算 机 科学 之 美 同样 也 折射 着 数学 之 美 . 

例 关于 x 的 美 . 写 到 这 里 正 值 今天 是 (2008 年 )3 月 14 
日 , 即 “ 3 。 14 ”日 . 这 个 数字 正好 是 圆周 率 x 的 两 位 近似 值 . 不 知 
什么 时 候 开始 ,这 一 天 被 知识 界定 义 为 x 的 生日 了 ,也 叫做 “x 

在 这 一 天 世界 各 地 不 少 人 集会 庆祝 ,比如 据 报 载 ,去 年 的 今 
”天 仅 在 美国 即 有 马萨诸塞 理工 学 院 和 洛杉矶 的 探索 博物 馆 两 个 
活动 点 ,人 们 纷纷 聚集 在 那里 吃 馅 饼 , 佩 带 以 x 为 主题 的 首饰， 
还 将 的 前 100 位 刻 在 铜板 上 ,等 等 . 

据说 吃 馅 饼 的 意义 是 因为 馅 饼 的 英文 名 pie 与 圆周 率 x 的 
英文 名 pi 谐音 . 

人 们 为 什么 对 圆周 率 这 么 倾心 ? 原来 一 切 皆 出 自 圆 周 率 x 
的 美 . 

今天 ,人 们 都 知道 x 是 个 无 理 数 . 不 仅 如 此 ,还 知道 它 是 个 
超越 数 ( 即 非 代数 数 或 不 可 能 属于 任意 阶 的 任意 多 项 式 的 根 什 
集 者 ,是 无 理 数 集 的 子 集 ). 无 理 数 (当然 也 包括 超越 数 ) 是 不 可 
能 拿 得 出 任何 一 个 精确 值 来 的 一 种 魔鬼 式 的 存在 ,哪怕 像 /3 VS 
这 样 十 分 简单 且 十 分 熟悉 的 数 也 是 如 此 . 
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据 圆周 率 迷 们 说 ,之 所 以 觉得 圆周 率 美 ,就 在 于 它 似乎 没有 
任何 一 点 可 被 识别 的 规律 , 永 无 赴 境 ,这 对 于 年 轻 人 的 记忆 力 来 
说 尤其 是 一 个 强烈 的 挑战 . 因此 ,常常 在 “x 节 ” 还 要 举行 背诵 圆 
周 率 比赛 . 

目前 背 育 圆周 率 的 世界 纪录 保持 者 在 中 国 ,是 中 国 西北 农 
林 科 技 大 学 学 生 吕 超 , 他 于 2005 年 用 了 24 小 时 零 4 分 钟 正确 
背诵 到 了 第 67 890 位 . 

追溯 起 来 ,人 类 对 圆周 率 的 兴趣 不 只 在 现代 ,其 历史 也 是 很 
久远 的 . 一 般 认 为 系统 研究 圆周 率 应 起 于 公元 前 240 年 的 阿 基 
米 德 对 “化 圆 为 方 ” 问 题 的 系统 研究 ,直到 1967 年 借助 计算 机 已 
将 r 算 到 了 小 数 500 000 位 ,足以 载 满 一 部 五 六 百 页 的 厚 书 了 . 

在 这 一 历史 中 也 有 中 国 宋朝 数学 家 祖冲之 的 “ 祖 率 ” 和 杨辉 
的 “ 辉 率 ”所 作出 的 贡献 ;1737 年 奥 特 维 德 第 一 次 用 7 来 表示 圆 
周 率 ;1767 年 "被 兰 伯 特 证 明 其 为 无 理 数 ;1882 年 x 被 林 德 曼 
证 明 为 超越 数 ;1906 年 开始 甚至 有 人 用 英语 诗 的 形式 来 帮助 记 
x, 当时 记 到 了 30 位 . 其 方法 是 以 诗 中 依次 第 几 句 的 字母 数 正好 
对 应 7 中 小 数 后 第 几 位 的 数字 . 据说 2007 年 有 个 来 自 美国 弗 吉 
尼 亚 州 的 工程 师 完成 了 一 首 这 样 的 拥有 4 000 句 (对 应 于 7 的 
4 000 位 ) 的 长 诗 , 创 下 了 历史 新 高 . 


9. 1.4 ”数学 中 的 简洁 美和 整齐 美 


个 会 打扮 的 姑娘 在 修饰 中 的 失误 有 多 种 ,常见 的 一 种 是 弄 
得 烦琐 而 娇柔 , 既 失 去 了 自然 美 , 也 失去 了 艺术 美 . 
数学 中 的 美 是 自然 美 积 艺术 美的 有 机 合成 ,数学 语言 本 身 
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就 是 十 分 优美 而 不 可 能 用 别 的 语言 来 代替 的 . 

比如 牛顿 力学 定律 ,麦克 斯 韦 方程 、 爱 因 斯 坦 相 对 论 公式 
等 ,就 其 描述 的 自然 规律 来 说 是 何等 的 深刻 而 复杂 ,但 数学 表达 
式 又 是 何等 的 精确 而 简洁 ! 无 怪 乎 人 们 都 说 “真理 总 是 简洁 
的 ”. : 
又 如 ,数学 使 用 的 十 进位 制 就 是 一 种 简洁 的 计数 法 ,其 阿拉 
伯 数 字 更 是 不 仅 简洁 ,使 用 起 来 也 十 分 方便 ,顺手 . 

的 确 ,哲学 家 也 承认 ,世界 上 没有 任何 一 种 语言 比 数学 语言 
来 得 更 为 简洁 而 确切 . 也 因此 ,19 世纪 末 以 来 ,哲学 也 在 尽 可 能 
地 运用 着 数学 语言 的 表达 方式 . 

此 外 ,比如 现代 数学 所 广泛 使 用 的 公理 化 方法 ,在 满足 了 它 
逻辑 严格 性 需要 的 同时 也 给 了 数学 以 简洁 美 ,由 此 亦 看 到 逻辑 
与 美的 和 谐 一 致 性 了 . 

特别 地 ,不 少数 学 分 支 还 建立 起 了 所 谓 “ 公 理 体系 ”, 依 赖 它 
所 演绎 出 的 优美 学 科 , 究 如 几 根 柱石 托 起 的 座 座 精美 楼 榭 ,更 把 
个 数学 大 观 园 点 缀 得 光彩 耀 目 . 

其 实 ,从 微观 上 看 ,一 道道 数学 练习 题 不 就 是 一 个 个 具有 简 
洁 美的 作品 么 ”曾经 有 人 形容 过 , “一 道 数学 题 中 的 语言 就 像 舞 
台 上 的 道具 ,没有 一 件 多 了 的 ,也 没有 一 件 少 了 的 ”, 无 怪人 们 总 
把 一 道 数 学 题 的 简洁 计算 与 证 明 叫 做 “漂亮 > 啊 ! 

众所周知 ,天 空中 的 云彩 ,地 图 的 边缘 ,大 地 上 的 河山 , 晨 噬 
中 的 树冠 乃至 阳光 下 的 树 影 等 ,是 何等 的 不 规则 、 何 等 的 复杂 ! 
然而 令 世人 惊奇 的 是 法 国 年 轻 数学 家 曼 德 布 罗 特 于 20 世纪 70 
年 代 给 出 了 这 一 大 类 复杂 对 象 一 个 简洁 的 数学 描述 , 从 而 创立 
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了 一 门 新 的 数学 分 支 学 科 一 一 分 形 几 何 学 , 又 叫 分 维 几 何 学 
(Fractal Geometry). 这 是 运用 数学 工具 探索 复杂 的 客观 世界 ， 
呈现 其 简洁 美的 又 一 典型 范例 . 

现在 来 谈 谈 数学 的 “整齐 ” 美 . 按 黑 格 尔 的 理解 ,“ 具 有 同一 
形状 的 一 致 重复 性 叫做 整齐 ”. 这 一 整齐 美 在 微 积分 学 中 诸如 周 
期 泥 数 、 泰 勒 公式 、 侍 立 叶 公式 .牛顿 插值 公式 等 广泛 存在 着 . 比 
如 一 元 泰勒 公式 中 的 “一 致 重复 性 ” 即 表 现 为 各 项 系数 均 具有 
f(zo) /ml 的 形式 . 

在 常数 项 级 数 中 ,最 具 整 齐 美的 当 推 正 项 级 数 了 ,因为 它 能 
用 整齐 性 “wn fu 声 p 过 1 和 wn /us 之 1” 分别 判 明 级 数 的 全 
散 性 . 

仔细 观察 求 导 公式 与 积分 公式 易 知 ,它们 在 一 定 程度 上 都 
具有 这 种 整齐 美 . 例如 : 

(sin xX) = cos Xx, (cos Xx)’ =— sinzx 

类 似 的 还 有 反 三 角 函 数 求 导 公 式 的 整齐 美 等 . 甚至 有 些 函 

数 如 sin zcos 工 村 ,其 高 阶 导 数 也 具有 这 样 的 整齐 美 ……. 


5. 1.5 数学 中 的 对 称 美 


大 目 然 以 对 称 的 方式 构造 了 人 ,给 人 自身 以 美的 启迪 . 借 
此 ,人 类 发 现 了 一 切 生 物 界 的 对 称 结构 乃至 天 体 和 大 自然 中 种 
种 对 称 结构 . 进而 , 对 称 概念 上 升 成 为 一 个 哲学 术语 受到 青睐 ， 
甚至 在 艺术 中 还 创造 出 了 越 来 越 多 的 对 称 . 例如 ,画家 或 摄影 师 
在 构图 时 总 怕 “ 失 重 ”; 中 国 的 对 联 、 律 诗 特别 讲究 对 仗 、 对 称 ; 中 
国 的 天 坛 ,埃及 的 金字 塔 等 建筑 都 是 对 称 造型 的 典范 . 
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在 数学 中 ,对 称 概念 被 严格 化 了 、 形 式 化 了 ,从 而 更 加 展示 
了 它 的 美 . 当 注意 到 的 是 ,在 具有 对 称 性 的 对 象 间 常常 蕴涵 着 更 
多 更 美的 性 质 . 比如 “ 极 值 .最 值 ”问题 就 是 几何 学 与 微 积分 学 中 
常见 的 一 种 . 又 如 ,一 个 对 称 多 项 式 可 具体 地 表示 为 初等 对 称 多 
项 式 ; 无 约束 优化 问题 中 “黄金 分 割 法 ”是 等 速 “ 对 称 ” 搜 索 的 手 
法 , 它 易 实现 而 且 效 果 好 ;颇具 对 称 趣味 的 还 有 柯 西 中 值 定理 、 
对 称 方程 .对 称 矩 阵 、 自 共 罗 算 子 等 . 

此 外 ,数学 中 的 诸如 对 偶 空间 、 共 思 空间 、 对 偶 命 题 、 对 侦 定 
理 , 互 反 定理 之 类 ,何尝 不 具有 对 称 性 从 而 繁 演出 精妙 的 内 容 
呢 ? 不 可 忘记 的 还 有 , 对 称 性 还 常常 能 给 我 们 带 来 计算 和 证 明 
中 的 许多 方便 和 简化 . 例如 , 偶 函 数 在 对 称 区 域 上 的 积分 即 只 须 

在 其 部 分 区 域 上 进行 即 可 ,对 齐 次 多 项 式 或 齐 次 函数 的 讨论 要 

_ 比 非 齐 次 的 来 得 容易 . 

特别 的 ,物理 -数学 家 威 腾 ( 美 ,1951 一 ) 之 所 以 能 获得 1990 
年 度 的 菲 尔 兹 奖 (号 称 数学 中 的 诺 贝 尔 奖 , 每 四 年 评 一 次 ) ,就 因 
为 他 巧妙 地 在 数学 中 运用 了 对 称 思想 . 简单 说 是 在 物理 学 统一 
场 论 中 ,有 个 自 20 世纪 60 年 代 提 出 但 因数 学 表达 和 分 析 难 而 
一 度 冷 下 去 的 “ 弦 ” 理 论 , 却 在 20 世纪 80 年 代 得 到 了 威 腾 的 振 
兴 , 从 而 形成 了 一 个 十 分 有 希望 的 * 纺 ”理论 ,其 关键 思想 即 是 给 
出 了 一 个 “对 偶 ?概念 和 “ 超 对 称 ” 概 念 ,使 得 数学 模型 的 建立 获 
得 了 成 功 . 这 是 数学 的 对 称 美 表现 的 又 一 个 典型 范例 . 

有 的 数学 式 乍 一 看 来 似乎 没有 对 称 美 ,但 在 改换 形式 后 就 
会 呈现 出 明显 的 对 称 美 来 . 重 积分 、 曲 线 ( 曲 面 ) 积 分 中 几 个 公式 
就 是 这 样 的 . 比如 格林 公式 即 可 改写 成 具有 对 称 美的 形式 ， 
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| 9 /9x 9 /9y 
P Q 


D 


又 如 商 的 求 导 公式 (包括 复 变 函数 ) 可 改写 成 对 称 形式 ， 


/v 
Uv 


drdy = 和 Pdz 十 Qdy 
L 


(u /op) = 


参数 方程 表达 式 的 二 阶 求 导 公式 和 它 的 曲率 公式 均 为 对 称 


形式 : 
z / y / 
i fF t / 
yz 三 yy yy /(%, Y= 
rz2” ye 
T / y 4 
t i 
k=| ,| /LC + ye 
Tr Yr 


自然 , 若 一 个 数学 式 同时 具有 对 称 性 与 整齐 性 , 那 就 更 美 
了 . 比如 二 次 型 及 其 相应 和 矩阵 即 是 如 此 (这 里 免 记 ), 此 处 仅 举 大 
家 熟悉 的 莱 布 尼 北 求 导 公式 ， 


(wv) = >》 Ciu® ve 
Le 
i=0 


9.1.6 数学 中 的 和 谐 美 


彰 朱 要 讲究 谐 竟 ,和 声 ,装饰 要 考虑 尺寸 .色彩 ,就 连 菜 着 也 
得 顾及 颜色 .造型 …… 这 些 都 表明 人 们 对 和 谐 美的 追求 , 

在 数学 中 ,各 种 意义 下 的 和 谐 美 比 比 皆 是 ,公式 a? 十 所 一 ec 
即 是 直角 三 角形 三 边 之 间 一 种 和 谐 美 ;平面 上 的 椭圆 、 双 曲线 、 
抛物 线 的 形状 不 同 , 却 能 统一 于 “圆锥 曲线 ”概念 下 , 且 都 能 用 二 
元 二 次 方程 来 表达 ,此 即 它们 的 和 谐 统一 美 ; 内 容 浩 繁 的 欧 几 里 
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得 几何 体系 是 建立 在 它 的 “公理 系 ? 上 的 ,这 本 身 即 表明 了 一 种 
和 谐 美 . 至 于 曾 谈 到 过 的 黄金 分 割 所 表现 出 来 的 和 谐 美 ,更 令 古 
今 人 们 赞叹 不 已 . 中 国 十 砖 的 长 宽 比 和 古 窗 框 的 长 宽 比 等 说 明 ， 
人 们 早已 发 现 矩形 的 长 宽 以 满足 “黄金 分 割 比 " 为 美 了 . 

事实 上 很 多 专家 都 从 不 同 的 专业 角度 不 谋 而 合 地 发 现 ,“ 黄 
金 分 割 比 "在 艺术 造型 中 颇 富 美学 价值 . 20 世纪 的 心理 学 家 费 希 
纳 就 是 这 样 的 人 . 

古 希腊 标准 美人 一 一 女神 维 纳 斯 身上 有 多 处 合 符 黄金 分 割 
比 的 部 位 ;演员 以 立 于 舞台 的 黄金 分 割 点 为 最 佳 ;成 功 的 小 说 、 
戏剧 常 在 2 /3、3 /5、5 /8 或 8/13( 也 是 斐 波 那 契 数 一 一 黄金 分 
割 比 的 近似 数列 ) 处 呈现 高 峰 …… 皆 出 自 黄金 分 割 反 映 出 的 自 
然 界 的 内 在 和 谐 美 . 

乍 看 起 来 风 马 牛 不 相 及 的 、 分 别 代表 着 “ 数 "与 “ 形 ” 的 代数 
学 与 几何 学 ,在 笛 卡尔 坐标 系 中 居然 被 统一 起 来 ,产生 了 所 谓 的 
解析 几何 学 ,进而 又 与 分 析 学 等 结合 ,产生 了 微分 几何 学 、 积 分 
几何 学 等 . 

在 数学 中 互相 转换 、 彼 此 渗透 .交替 促进 的 事实 屡见不鲜 . 
比如 解 各 种 方程 时 常 出 现 的 消 元 、 降 次 、 降 阶 情形 ,以 及 把 连续 
过 程 (如 微分 方程 .积分 方程 等 ) 转 化 为 离散 过 程 等 ,都 体现 了 数 
学 之 美 ,也 是 大 自然 之 间 的 和 谐 美 . 

话说 回来 ,我 们 欣赏 数学 中 的 美 ,提倡 发 掘 数学 的 美 , 却 不 
可 为 美 而 美 ,不 可 矫 揉 造作 ,不 可 故弄玄虚 ,不 可 使 数学 成 为 本 
窗 里 的 工艺 品 . 须知 ,不 管 纯 数学 还 是 应 用 数学 中 的 美 终 非 人 造 
美 ,而 是 其 “天生 丽 质 ”, 是 自然 美的 一 种 表现 形式 . 研究 数学 的 
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目的 终归 是 为 了 更 好 地 造福 于 人 类 ;宣扬 数学 美的 目的 终归 是 
为 了 吸引 更 多 人 认识 数学 .热爱 数学 发 展 数学 ,探索 数学 美 本 
身 也 是 发 展 数学 的 一 种 动力 . 

总 之 ,美好 事物 在 大 自然 中 是 广泛 存在 的 ,对 美的 追求 是 人 
类 的 共同 行为 . 但 科学 中 的 美 只 是 放 在 橱窗 项 的 苹果 ,只 有 有 一 
定 高 度 或 站 在 一 定 基础 高 全 上 的 人 才 有 可 能 享有 它 , 数 学 更 应 
该 如 此 . 

特别 对 于 青年 学 子 来 讲 , 为 使 其 乐于 探索 数学 美 , 必 先 使 其 
建立 起 数学 兴趣 . 然而 这 一 兴趣 又 来 自 对 数学 美的 认识 . 换 言 
之 ,为 了 发 掘 美 , 必 先 授 其 美 . 这 不 是 怪圈 ,不 是 矛盾 . 这 里 的 
“ 美 " 是 有 各 种 深度 的 、 各 种 层次 的 ,需要 循序 渐进 ,螺旋 推进 . 


5 2 66 — ”的 欣赏 2 


“二 "(等 号 ) 这 个 从 小 学 起 就 已 熟悉 的 符号 ,如 今 仔 细 品 味 
起 来 越 来 越 感到 它 意 味 深长 . 笔者 相信 知识 界 的 好 些 人 ,特别 是 
并 择 成 功 者 ,都 曾 被 它 的 简洁 ,明晰 激 起 过 浓厚 的 数学 兴趣 ,其 
全 因 它 的 公证 ,严厉 消磨 过 不 少 不 眠 之 夜 . 也 许 正 是 这 种 诱 逼 ， 
促成 了 他 们 对 它 的 逐步 了 解 ,以 致 可 以 说 是 它 把 他 们 一 步 一 步 
地 引进 了 数学 殿堂 ,使 他 们 步 入 了 成 功 之 路 . 

是 的 ,路 不 走 不 长 , 山 不 肛 不 险 ,回眸 反 顾 才 备 感 惊叹 . 

试看 那 闭 名 的 哥 德 巴赫 猜想 (已 谈 及 ) ,任何 一 个 大 于 4 的 


山本 节选 自 笔者 参与 的 著名 教育 家 李 心 灿 教授 主持 的 一 项 研究 成 果 ， 
"Re 


赏析 五 ”哲学 数学 


偶数 = 1 个 素数 十 1 个 素数 . 

髓 看 那 神秘 的 费 马 大 定理 ;xz 十 yr' 关 ,nn 之 3,zx,y,z,nEN 
(上 自然数 集 ). 

数学 史 告 诉 我 们 ,为 了 这 其 中 的 “一 ”与 “ 夭 ”, 不 知 磨 光 了 多 
少 个 鼎 项 ,消耗 掉 多 少 个 青春 , 留 下 多 少 个 可 歌 可 泣 的 事迹 . 

二 ， 多 么 简明 的 两 条 平行 短线 , 它 来 得 多 么 自然 . 可 谁 又 
能 想到 ,原来 它 还 有 着 一 段 不 平凡 的 历史 ,丰富 的 内 涵 , 好 似 一 
本 简明 的 哲学 ,又 好 似 一 首 浓缩 的 诗篇 . 

尽 官 笔者 对 “二 ”的 认识 还 很 肤浅 , 却 也 想 把 点 滴 心 得 记述 
下 来 ,与 感 兴趣 的 读者 切磋 ,共勉 . 


5.2. 1 谈 谈 “=?” 的 由 来 


我 们 相信 ,“ 等 ”或 叫 *“ 相 等 ”“ 等 于 ”) 的 概念 在 每 个 古老 民 
族 中 都 有 着 自己 的 独立 词汇 ,不 必 等 到 有 了 民族 间 文 化 交流 , 才 
“进口 ”而 来 . 这 说 明 “ 等 ”的 概念 是 在 人 类 长 期 实践 中 总 结 、 概 括 
出 来 的 . 

如 今 可 以 说 “等 ”的 概念 已 充满 了 人 类 生活 的 许多 领域 ,其 
同义词 衍生 词 也 一 再 扩展 ,诸如 相等 、 对 等 , 恒 等 .全 等 .平等 、 
等 价 、 等 同 ,重合 .公平 ,相似 . 甚至 可 以 说 “等 十 不 等 = 人 类 社 
会 的 基本 内 容 ” 小 至 交易 分 配 , 大 到 政治 斗争 ,无 不 体现 出 这 

伟大 革命 家 孙中山 先生 在 其 遗嘱 中 写 道 :“ 余 致力 国民 革 
命 , 凡 四 十 年 ,其 目的 在 求 中 国之 自由 平等 ……” 

特别 地 ,“ 等 ”的 概念 在 数学 中 的 地 位 更 是 人 所 共 知 的 ,以 至 
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似乎 可 以 说 ,没有 了 “等 ”就 没有 了 数学 . 可 是 作为 符号 的 等 一 一 
“二 ”, 仅 其 由 来 也 是 颇 为 曲折 的 . 

据 有 关 史 书记 载 , “二 ”为 英国 数学 家 、 牛 津 大 学 教授 雷 科 德 
(1510 一 1558) 在 其 1557 年 出 版 的 著作 《智力 磨 石 》 中 首先 使 用 . 
雷 科 德 曾 为 之 争辩 道 ,“ 再 也 没有 别 的 两 件 东 西 比 它们 更 相等 
了 ”. 尽管 我 们 今天 看 来 是 如 此 的 自然 ,但 当初 并 没有 立即 得 到 
公认 . 例如 ,著名 的 代数 学 家 韦 达 ( 意 ,1540 一 1603) 就 曾 以 “ac- 
qualis” 一 词 来 表示 相等 ,即使 后 来 他 作 了 改进 ,用 了 记号 “一 ”也 
未 能 启用 “一 ” 甚至 后 来 的 著名 人 物 , 如 开 普 勒 (1571 一 1630)、 
伽利略 (1564 一 1642)、 费 尔 马 (1601 一 1665) 等 皆 仍 然 用 文字 来 
表示 相等 . 被 誉 为 解析 几何 之 父 的 笛 卡 尔 (1596 一 1650) 也 仍然 
我 行 我 素 , 用 他 的 “cc” 来 表示 相等 . 

用 “= 二 ”表示 相等 ,真正 为 大 家 所 公认 并 普遍 加 以 使 用 ,还 是 
17 世纪 中 叶 以 后 的 事 . 这 与 德国 数学 家 、 微 积分 创立 者 之 一 的 莱 
布 尼 兹 (1646 一 1706) 的 影响 是 分 不 开 的 . 他 认为 一 个 好 的 符号 
可 以 大 大 节省 思维 劳动 . 一 套 好 的 符号 不 仅 可 以 起 到 简明 、 速 
记忆 省 时 间 的 作用 ,更 能 精确 深刻 地 表达 某 种 概念 .方法 和 逻 
辑 关 系 , 用 别 的 任何 语言 都 达 不 到 这 一 效果 . 

的 确 , 正 是 在 这 一 见解 的 驱使 下 , 莱 布 尼 兹 对 选用 符号 之 重 
视 , 对 数学 符号 之 精心 研究 和 卓越 贡献 ,使 其 流芳 百世 . 比如 他 


提出 的 微分 与 导数 符号 dr、dy、 怠 以 及 积分 符号 |( 把 Sum( 和 ) 


的 第 一 字母 S 拉 长 而 成 ) 就 优 于 牛顿 所 使 用 的 符号 ,从 而 使 得 当 
初 因 盲目 宗 拜 牛顿 而 抵制 莱 布 尼 效 符号 的 英国 数学 界 一 度 落 后 
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于 欧洲 大 陆 一 百年 . 

据说 莱 布 尼 效 对 于 “等 ”的 记号 也 作 过 认真 研究 和 对 比 ,他 
在 广泛 征求 同 代 人 的 意见 之 后 才 终 于 选 定 了 “二 ”, 并 且 带 头 在 
其 闭 作 中 大 量 使 用 ,从 而 使 得 这 一 符号 “ 带 着 自己 的 生命 出 现 ， 
并 创造 出 新 的 生命 来 ”. 


5. pa 2 关于 “三 ”决定 的 “类 ?” 


数学 中 最 基本 的 概念 之 一 是 “关系 ”, 而 最 基本 的 关系 之 一 
定 序 "“ 王 ? 则 是 一 种 特殊 的 序 关 系 . 

特别 地 ,利用 “二 ”还 可 对 任何 数 的 集合 进行 分 类 . 

事实 上 ,“ 等 ”就 其 汉语 词义 来 讲 ,也 是 个 “类 ”的 概念 , 即 所 
朝 等 级 .等 价 ,等 高 .等 同 …… 不 过 相等 的 元 素 集 却 可 以 有 多 种 
情形 . 这 就 是 本 节 所 要 探讨 的 “一 ”所 决定 的 “类 ” 

1. 孤立 元 素 类 

自 先 , 这 是 一 类 完全 相等 的 情形 ,比如 1=1,zx? 二 zx? ,不 仅 数 
量 相 等 ,而 且 形 状 、 形 式 都 一 样 . 原来 这 里 “一 ”的 两 端 本 来 就 是 

_ 一 个 东西 . 其 次 ,根据 哲学 上 “不 同 就 是 差异 ”原理 , 如果“ 二 ”两 

端 是 不 同 的 东西 就 不 可 能 完全 相等 了 ,于 是 “一 ”联系 的 事物 集 
合 便 自然 地 被 分 成 了 两 大 类 :一 类 是 完全 相等 的 元 素 集 ; 另 一 类 
是 不 完全 相等 的 非 孤 立 元 素 集 . 

数学 和 哲学 感 兴 趣 的 是 后 者 ,这 就 是 以 下 诸 类 . 

2. 形式 类 

形式 类 是 数量 相等 而 形状 ,形式 不 相同 的 元 素 集 . 比如 ,无 
穷 集 (4,0 十 4,1X4,2X2,22,wV16 ,12 局 ,…) 或 {1 十 zx 十 x? ,1 十 


or 
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27 十 一 x，(1 十 序 )? 十 半 如 ，《 冯 十 ZT)? 十 科 ， Er 


…} 中 的 元 素 都 是 数量 相等 而 形式 不 同 的 元 素 类 . 但 这 些 形式 并 
非 无 聊 的 游戏 ,数学 的 等 式 演算 正 是 在 这 样 的 形式 类 上 进行 的 . 
例如 


. 1 ] 
sinz 一 2sSin 二 cos ~X = V 1] 一 cosz = 一 一 
- 2 V1++cotz 


上 2 1 2 
一 Sin 3Z(C2cos 了 并 十 cos 3 工 ) 


3 5 


和 -A 
gr 


| 


这 里 所 有 函数 式 构成 的 集合 即 是 一 个 “形式 类 ” 

恩格斯 曾 指出 : 从 一 个 形态 到 另 一 个 形态 之 转变 ,并 非 无 
聊 的 游戏 ,这 是 数学 科学 最 有 力 的 杠杆 之 一 ,如 果 没 有 它 ,今天 
里 ,用 了 很 多 时 间 来 训练 因 式 分 解 , 其 实 就 是 从 一 个 形态 到 另 一 
个 形态 的 转变 ,并 且 其 作用 也 是 相当 大 的 ,因为 它 与 求 代数 方程 
的 根 以 及 对 代数 方程 根 的 理解 等 都 有 着 密切 的 关系 . 

又 如 , 当 要 求 计算 积分 | sinzdz 的 近似 值 至 小 数 100 位 
时 ,尽管 这 个 被 积 函 数 是 初等 函数 且 结 构 也 很 简单 ,但 其 原 函 数 
却 不 能 表示 成 初等 函数 . 如 果 我 们 不 利用 形式 变换 

air 一 工 一 坟 2 十 计 亚 一 一 刘 二 * 

则 难以 计算 出 原 积分 式 的 近似 值 到 所 要 求 的 精度 . 
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事实 上 ,还 可 以 进一步 观察 得 到 结论 1. 

结论 1 数学 中 , 任 一 个 “=” 联 系 起 来 的 有 意义 的 量 的 各 种 
形式 ,总 构成 一 个 非 空 集 ( 记 为 S) ,其 元 素 个 数 ( 记 为 #S) 潇 足 
#S>]1, 且 # S 愈 大 其 数学 内 容 愈 丰富 . 这 也 是 数学 中 公式 推 
导 , 恒 等 变换 ,形式 运算 等 内 容 赖 以 生存 的 基础 . 

3. 祖 虑 类 

这 是 一 个 以 集合 形式 表示 出 来 的 多 元 函数 . 设 f(x,y) 是 定 
义 在 关 CR * 上 的 一 个 连续 函数 ,Y= 二 {f(x,y):(zx,y)EX) 是 其 
值 域 , 则 {(x,y, f(x,y)):(zx,y)EX} 是 R; 中 的 一 个 集合 , 即 通 
常 说 的 曲面 Z= jzyy). 此 时 ,对 任 一 CE Y， 集合 {(x, y， 
jz,y)): zy) 一 C} 就 是 上 述 集合 的 一 个 子 集 , 即 曲面 Z 二 
f(x,y) 的 一 个 截 痕 , 截 痕 上 各 点 的 函数 值 均等 于 C. 通常 把 这 样 
的 曲线 几何 地 叫做 等 高 线 . 实践 中 相对 于 不 同 的 实际 意义 还 有 
所 谓 等 压 线 (气象 ) ,等 势 线 (能 量 ) ,等 效用 线 ( 经 济 )…… 由 于 在 
每 种 情形 下 ,将 等 高 线 ( 截 痕 ) 族 全 部 累积 ( 求 并 ) 之 后 ,都 将 回 到 
f(z，y) 本 身 . 所 以 说 它 类 似 于 祖 蜡 定 理 .一 个 任意 物体 体积 (V) 
约 为 n 个 水 平 的 平行 等 截面 ( 祖 蜡 截 面 ) 面 积 (V;) 乘 以 高 度 有 的 


"分 之 一 后 求 和 之 值 , 即 V ~ 》) 2V, 一 A》 于 二 Ys, 当 V 
t= ] ?= 


是 一 般 事物 时 ,其 任 一 祖上 蜡 面 即 是 一 个 等 值 类 ， 
因此 ,不 妨 把 具有 这 一 特征 的 类 型 叫做 “ 祖 旺 类 ”. 显然, 稍 
作 推 广 , 也 可 叫 这 种 “等 ?类 为 富 比 尼 (1879 一 1943) 类 . 


特别 地 ， 比如 对 多 项 式 i ,集合 { >vaizi:z ER }( 实 
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N 

则 代数 曲线 ) 也 是 R 上 的 一 个 无 穷 集 ,但 当今 Dj air 一 cycER 
时 ,都 将 决定 出 一 类 不 多 于 ?个 元 素 的 复数 集 ( 记 为 1 ) ,这 时 了 
虽 不 是 R 的 子 集 , 却 仍 有 祖 耳 集 的 实质 . 


4. 相交 集 

例如 

7 二 yz =a (x+y =a {xy 二 zz =a 
| :0 | z= 二 0 | 到 十 光一 


皆 表 示 平 面 OXY 上 以 原点 D(0,0) 为 中 心 ,半径 为 a 的 一 个 圆 ， 
但 从 OXY 三 维 空间 看 ,该 圆 的 得 来 却 是 不 同 的 . 类 此 ,在 OXY 
空间 可 以 有 多 种 不 同 的 方式 来 生成 该 圆 ,该 圆 上 的 点 集 就 是 所 
用 各 种 方式 下 的 交点 集 ,因此 把 它 叫 做 交点 类 . 

事实 上 , 对 于 每 个 方程 组 ,特别 是 常 微 分 方程 组 , 若 存在 非 
空 解 集合 , 则 这 样 的 解 集合 也 是 一 种 相交 类 . 

一 般 的 , 和 作 抽 象 ,还 可 以 这 样 来 叙述 : 设 函 数 f(x)、g (zx) 
的 值 域 分 别 为 f(Dy)= 二 wp,g(Dsp) 二 ww;, 则 所 谓 f(z) 二 g(x), 仪 
当 w 丫 w = 二 人 闫 如 时 ,在 子 集 (和)CD/ 或 a1(A)CCD, 
上 才 成 立 ,而 在 人 以 外 ,或 说 从 整体 来 说 fg 一 般 是 不 同 的 . 由 
此 可 以 得 出 结论 2. 

结论 2 ”数学 中 可 以 由 多 个 函数 相交 或 由 多 种 方式 得 到 同 
一 个 元 素 集 ,把 这 样 的 元 素 集 叫做 相交 类 . 

总 之 ,尽管 以 上 分 类 尚 不 完全 ,也 非 绝对 ,但 总 可 以 说 “二 ” 
能 够 通过 不 同 的 方式 产生 多 种 元 素 类 (等 子 集 ). 特别 地 , 因为 
“二 ”满足 自 反 、 对 称 、 传 递 等 所 谓 “ 等 价 ”三 公理 , 则 在 每 个 这 样 
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的 子 集中 “一 ”就 像 一 座 座 桥梁 ,把 所 有 元 素 连 接 起 来 ,形成 一 条 


5.2.3 等 中 之 不 等 


从 一 般 意义 上 说 ,一 ” 之 外 就 是 “ 尖 ” 了 ,但 要 说 “一 ”之 中 还 
有 不 等 ,就 是 有 待 解释 的 趣味 话题 了 . 

“一 ”之 所 以 能 从 事物 中 分 出 若干 个 相等 “类 ”来 ,就 在 于 等 中 
有 “不 等 ”事实 上 ,这 也 是 与 客观 事物 中 存在 的 辩证 关系 对 偶 的 . 

例如 ,文学 中 常用 “比喻 ”, 显 然 比喻 的 双方 不 是 相同 的 事物 ， 
但 它们 的 比喻 “点 ” 却 是 相等 的 . 比如 列宁 说 ,“ 调 查 如 十 月 怀胎 , 解 
决 问题 如 一 朝 分 娩 ”, 是 说 两 个 事物 都 存在 准备 酝酿 和 产生 结果 这 
一 过 程 ,在 这 点 上 二 者 是 相等 的 ,但 显然 两 个 事物 又 是 截然 不 
同 的 . 

对 应 到 数学 上 来 也 有 类 似 的 现象 . 


例如 , | 1 dz 一 5 一 < ,在 不 带 量 纲 意义 下 它们 相等 ,但 若 带 了 


量 纲 则 右 病 还 需要 乘 上 1( 单 位 ) 才 能 相等 . 同时 这 里 也 看 到 了 , 带 
量 纲 的 等 式 范畴 是 辕 于 不 带 量 纲 等 式 范畴 的 . 数学 推演 (常常 ) 是 
不 市 量 纲 的 ,所 以 数学 中 等 号 的 作用 更 为 广泛 . 


再 如 , | f(x)dz = 了 (9(6 一 4) ,$E (qsb) , 虽 说 两 端 数量 相 

等 ,而 几何 图 形 却 是 不 同 的 ,甚至 可 有 无 穷 多 个 不 同 图 形 的 面积 等 
于 (9(6 一 @) , 亦 即 有 无 穷 多 个 函数 g(z) ,使 得 | g(z)dz 一 
f( 人 (5 一 a) ,或 者 说 这 时 尽管 有 相同 的 中 值 ,但 函数 并 不 相同 . 由 
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此 可 以 得 出 结论 3. 

结论 3 “一 ”常常 联系 着 一 些 不 等 的 事物 ,从 而 进一步 显示 
了 在 等 与 不 等 之 间 “ 等 是 局 部 的 ,不 等 是 普遍 的 ;等 是 相对 的 ,不 等 
是 绝对 的 ?这 一 辩证 关系 ， 

最 后 我 们 还 看 到 ,不 仅 利 用 等 中 之 不 等 概念 有 助 于 数学 思维 ， 

.而且 作 不 等 中 之 等 ?的 思维 有 时 也 是 颇 有 神 益 的 . 

比如 z<y, 我 们 总 可 以 表 为 z 十 一 y( 达 0) ,这 是 把 二 维 空间 
的 不 等 关系 提升 到 高 维 空间 去 考虑 ,从 而 实现 了 “一 ”关系 . 

须知 ,这 一 思想 在 线性 规划 中 是 起 了 很 大 作用 的 . 比如 ,对 一 
般 的 线性 规划 模型 ( 即 线性 的 条 件 极 值 问题 (其 中 st 即 为 条 件 )， 
其 思想 是 很 简单 的 ,第 一 次 接触 的 读者 不 必 紧 张 ) 


ZX( 工 ) 一 SR 
;一 1 


< bi 一 ] ,77 
S, t. :3 j=! 
XOT = Tir 


为 了 运用 解 此 类 问题 的 流行 的 单纯 形 法 ,首先 需要 化 为 所 请 
典 则 形式 


再 mm 
ZX) = cz; 十 orn 
j=l i=1 


> ay Tn == Dl ss 
St :4 j=1 
TI 9 Tal sy Te > 0 
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这 就 是 将 n 维 空间 中 的 不 等 关系 化 为 n 十 m 维 空间 中 的 
“等 ”关系 ,从 而 使 问题 得 以 解决 . 

总 之 ， 孚 个 等 及 其 演变 关系 充满 了 数学 世界 ， 时 充满 了 现 
实生 活 , 岂 乃 区 区 短篇 可 尽 意 耶 ? 


5.3 ”数学 文化 欣赏 
5.3. 1 什么 是 文化 


文化 是 个 多 义 词 ,至 少 有 针对 个 人 的 和 针对 群体 的 这 样 两 
种 分 法 . 

对 于 个 人 来 说 ,文化 系 指 文化 知识 ,包括 知 书 识字 的 能 力 和 
知识 水 平等 ,通常 也 叫做 文化 程度 .文化 水 平 . 由 此 推广 ,也 有 文 
化 教育 ,文化 修养 等 含义 . 

对 群体 来 说 ,文化 系 指 群体 生活 或 地 区 人 和 群 中 共同 的 习惯 、 
习俗 、 风 俗 和 时 尚 ,包括 家 庭 文 化 ,企业 文化 ,部 门 文化 .地 域 文 
化 \ 民 族 文 化 ,乃至 全 人 类 的 共同 文化 . 由 此 推广 ,还 可 有 文化 艺 
术 、 文 化 创造 等 支 义 . 

群体 文化 是 本 节 所 要 讨论 的 主体 . 

在 群体 文化 中 又 可 分 为 传统 文化 和 现代 文化 两 种 . 通常 说 
的 文化 多 指 传统 文化 ,也 是 本 节 所 讲 的 主体 , 

传统 文化 是 一 个 地 区 .一 个 群体 在 长 期 历史 中 逐步 形成 并 
流传 下 来 的 非 物 质 遗 产 . 它 可 以 沉积 在 建筑 中 ,可 以 积淀 在 文字 
上 ,更 能 体现 在 生活 习俗 和 风土 人 情 中 ,而 且 还 会 自然 地 演绎 、 
发 展 下 去 . 比如 ,成 都 历来 是 个 有 名 的 休闲 城市 ,说 明 它 有 着 休 
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闲 文化 . 的 确 如 此 ,诸如 它 的 名 小 吃 特 多 ,以 成 都 为 中 心 的 四 川 
茶馆 等 都 是 享誉 世界 的 . 不 仅 如 此 ,这 种 文化 还 在 自然 地 发 展 
着 ,比如 近年 来 形成 的 农家 乐 文化 和 “麻将 风 ” 即 是 如 此 . 更 可 展 
望 的 是 ,一 个 健康 养生 和 老年 宜 居 文化 也 已 在 此 初 露 端倪 ,这 显 
然 是 它 的 传统 文化 “ 势 ” 的 惯性 使 然 , 是 其 无 形 资源 的 自然 利用 ， 
是 最 省 成 本 的 (须知 ,休闲 经 济 也 是 经 济 链 中 重要 一 环 )， 

的 确 ,传统 文化 是 不 断 接受 着 时 代 洗礼 .发展 和 选择 .淘汰 
的 ,因此 存留 下 来 的 和 就 “ 势 ” 发 展 着 的 总 是 相对 优秀 的 . 

当然 ,不 同 地 域 .不 同 民族 间 的 传统 文化 在 比较 之 下 也 是 存 
在 优 劣 差异 的 . 

特别 当 传统 文化 与 某 些 新 文化 ,与 其 他 先进 文化 交汇 时 ,总 
会 发 生 碰撞 ,这 时 一 些 不 合 时 宜 的 传统 文化 往往 会 起 着 “ 拖 后 
腿 ” 的 作用 ,无 形 中 阻碍 民族 前 进 . 

文化 也 是 可 以 人 为 地 有 意识 创造 的 ,一 般 说 现代 文化 即 属 
于 此 . 比如 一 个 新 兴 企 业 也 可 以 有 自己 的 企业 文化 ,这 就 是 在 短 
期 内 自己 创造 并 坚持 下 来 ,终于 成 为 本 企业 属性 特征 的 东西 , 属 
现代 文化 . 

文化 也 有 一 种 民俗 文化 与 高 雅文 化 之 分 . 民俗 文化 属 习惯 、 
风俗 .习俗 ,高 雅文 化 属 修 养 、 历 练 、 情 操 . 

文化 与 性 格 具 有 对 偶 性 ,也 可 说 文化 就 是 群体 的 性 格 . 

有 说 “性 格 决定 人 的 命运 ,文化 决定 民族 的 兴衰 ”. 


5.3.2 什么 是 数学 文化 


人 类 文明 属于 人 类 文化 ,数学 属于 人 类 文明 ,因此 数学 属于 
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人 类 文化 . 

根据 文化 的 定义 ,数学 既 属于 文化 知识 .文化 教育 的 “个 人 
文化 ”, 又 属于 整个 人 类 这 一 大 群体 共同 的 “群体 文化 ” 

特别 地 ,数学 是 兼 有 传统 文化 和 现代 文化 的 一 个 优秀 文化 

客观 世界 本 来 没有 数 ,但 人 们 生活 离 不 开 数 ,更 离 不 开 数 
学 .已 说 过 ,也 许 这 还 是 人 区 别 于 不 懂得 “ 朝 三 暮 四 与 朝 四 暮 三 ” 
关系 的 猴 类 之 处 . 不 仅 如 此 ,人 类 社会 愈 发 展 将 愈 离 不 开 数学 ， 
社会 愈 进步 愈 需要 高 深 的 数学 . 数学 与 社会 是 同步 发 展 过 来 的 

虽然 说 数学 发 展 史 只 有 几 千 年 ,但 作为 数学 文化 的 形成 史 
至 少 也 有 几 万 年 . 自 人 类 从 树 上 下 到 地 上 ,需要 合作 狩猎 ,需要 
结 绳 记 数 , 需要 合理 分 配 时 ,就 产生 了 数 和 数学 . 从 而 “ 数 ” 和 
“ 算 ” 逐 步 融入 了 人 们 的 生活 ,这 就 是 数学 的 文化 化 过 程 ,也 就 是 
数学 典型 的 传统 文化 特征 . 

在 近代 ,在 今天 ,已 经 看 到 ,数学 更 成 为 自然 科学 、 工 程 技术 
乃至 社会 科学 共同 的 支撑 ,今后 的 问题 更 是 要 让 数学 思想 ,而 不 
只 是 一 堆 堆 数学 公式 ,去 武装 社会 的 每 一 个 建设 者 们 ,以 促成 人 
们 在 工作 和 生活 中 自然 的 数学 意识 和 数学 思维 的 形成 ,也 促成 
数学 现代 文化 特征 的 典型 实现 . 

此 外 ,数学 还 是 兼 有 民俗 文化 和 高 雅文 化 的 一 种 综合 文化 . 

其 民俗 文化 特征 表现 在 自古 以 来 人 们 已 经 形成 了 的 ,在 生 
活 中 离 不 开 “ 数 >“ 算 ”、 数 学 , 从 家 庭 小 账本 的 记 、 算 到 菜市 场 
“豆腐 账 ”的 结算 ,无 不 充满 着 这 一 古朴 、 自 然 的 关于 “ 数 ” 的 民俗 
文化 

其 高 雅文 化 特征 在 于 ,数学 知识 可 以 武装 人 ,强化 人 ,数学 
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训练 可 以 提高 素质 ,提高 修养 ,更 在 于 数学 是 人 类 社会 之 所 以 能 
有 今天 不 可 须 奥 缺少 的 软 支持 、 软 方面 . 

再 则 ,数学 文化 还 有 着 两 大 含义 

一 个 是 指数 学 中 体现 出 来 的 “文化 艺术 ” 式 的 人 类 文化 , 诸 
如 数学 中 显示 出 的 对 称 美 . 简 洁 美 ,精确 美 .严格 美 等 ; 

另 一 个 是 说 应 该 让 数学 进一步 文化 化 ,让 丰富 而 深刻 的 数 
学 思想 ,诸如 其 逻辑 思维 、 空 间 思 维 以 及 公理 化 意识 (参见 2. 9 
节 公理 文化 ) 和 探索 精神 等 进一步 走 入 人 们 生活 ,进一步 成 为 典 
型 文化 ,成 为 人 类 共同 的 修养 和 时 尚 . 

尽管 也 说 一 个 公式 宛如 一 首 诗 ,一 往 格 言 .一 帧 警 语 ,但 看 
到 的 只 是 形式 ,其 含义 才 是 它 本 身 . 数学 因 其 形式 语言 的 别致 ， 
常常 给 人 以 错觉 ,认为 它 妙 、 辫 , 好 像 天 上 掉 下 来 似 的 ,因此 往往 
把 人 们 的 视力 扯 偏 ,只 注意 到 它 的 “ 形 ” 而 忽视 了 它 的 “ 神 ” 一 
它 的 思想 ,忽视 了 去 品尝 它 的 “味道 ” 

今天 人 们 发 现 , 究 其 思想 ,原来 高 深 数学 也 在 我 们 生活 中 ， 
就 在 我 们 身边 . 

数学 ;思想 重 于 公式 . 

一 个 高 深 的 数学 公式 ,其 思想 往往 是 简单 的 , 因此 是 能 够 进 
入 数学 文化 的 . 

倒是 与 我 们 生活 最 为 密切 的 数 ( 具 体 说 是 实数 ) 反 而 最 不 简 
单 . 人 类 至 今 尚未 看 到 能 认 清 实数 的 希望 在 哪里 呐 . 

笔者 曾经 在 一 文中 把 进化 归 为 人 类 (平均 ) 智 能 进化 .生理 
进化 和 社会 进化 三 种 . 分 析 表 明 , 智 能 进化 十 分 缓慢 , 几 千 年 来 
没有 什么 明显 改变 ,大 大 低 于 社会 进化 . 社会 进步 主要 靠 社会 进 


* 232 。 


赏析 五 ”哲学 数学 


化 的 累积 性 发 展 . 如 今 这 种 “累积 ”性 发 展 速度 越 来 越 高 , 而“ 累 
松 的 前 提 是 科学 技术 ,但 科学 技术 的 根本 又 在 于 人 类 智能 , 因 
而 最 终 还 是 人 类 的 缓 进 智能 将 制约 社会 的 高 速 发 展 , 亦 即 社会 
将 不 可 能 永 无 止境 地 发 展 下 去 . 

如 果 是 这 样 ,那么 首先 将 表现 为 数学 发 展 的 有 界 性 和 数学 
文化 发 展 、 普 及 的 有 界 性 . 

此 外 ,尽管 作为 基础 的 数学 研究 .数学 教育 在 世界 上 最 无 保 
守 , 国 际 最 欢迎 数学 人 才 的 交流 、 数 学 学 生 的 交流 ,但 并 非 各 国 
数学 水 平 有 望 趋 于 一 致 . 究 其 原因 自然 很 多 ,但 有 一 点 是 肯定 
的 , 那 就 是 数学 的 发 展 也 与 自己 的 民族 特征 ,文化 传统 、 历 史 进 
程 和 经 济 特征 等 有 关 . 

换 句 话说 ,数学 发 展 , 包 括 其 研究 和 实践 也 与 自己 的 文化 和 
国情 分 不 开 , 也 要 有 自己 的 数学 文化 ,不 可 抱 纯 粹 的 拿 来 主义 


9. 3.3 数学 思维 与 数学 文化 


作为 数学 的 现代 文化 ,应 该 体现 为 普及 的 、 时 尚 的 数学 思 
” 维 ,而 不 只 是 全 民 皆 会 扳 拇 指 、 作 心算 就 成 了 的 . 那么 什么 是 数 
学 思维 ? 怎么 才能 形成 数学 思维 ? 

1. 数学 思维 概述 

数学 思维 又 叫 数理 思维 . 总 的 说 来 ,就 是 要 求 把 用 数学 符 
三 \ 数 学 公式 ,数学 模型 描述 客观 事物 的 技巧 和 技术 ,把 数学 理 
论 和 绪论 ,数学 处 理 问题 的 技巧 和 方法 等 “形式 内 容 ”, 上 升 为 思 
息 , 或 说 回 到 它 的 思想 ,软化 成 为 思想 ,提升 成 为 思想 ,把 握 其 精 
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神 , 用 以 观察 .认识 ,处理 、 对 待 客观 事物 ,这 叫做 数学 思维 . 

简单 说 ,数学 思维 就 是 把 数学 思想 作为 一 种 方法 论 , 去 观 
察 、 分 析 客 观 世 界 的 做 法 . 

总 之 ,数学 具有 方法 .技巧 的 "科学 "特征 ,数学 思维 则 具有 
方法 论 的 “哲学 ?特征 .由 

2. 数学 思维 与 职业 思维 

数学 思维 属于 职业 思维 ,所 有 职业 思维 都 是 一 些 特殊 的 方 
法 论 ,可 叫做 “职业 方法 论 ”. 比如 具有 长 期 专业 经 历 的 人 都 有 意 
识 无 意识 且 不 同 程度 地 具有 职业 思维 特征 . 

牧民 说 话 常 以 草原 上 的 事物 作 比 喻 ,农民 说 话 常 以 庄稼 作 
比较 ,医生 常 以 生理 做 模式 ,工程 师 则 把 什么 都 看 做 机 械 来 思维 
em 这 是 为 什么 ?这 是 他 们 在 各 自 的 长 期 职业 生涯 中 形成 的 思 
维 模式 ,这 就 是 他 的 (职业 ) 方 法 论 .世界 观 . 

当然 ,职业 方法 论 并 不 都 是 好 的 ,往往 有 其 偏激 或 偏颇 之 
处 . 这 也 是 所 谓 “ 专 业 也 有 束缚 人 的 地 方 ”“ 外 行 最 有 突破 精神 ” 
等 说 法 的 来 源 . 

理论 和 实践 都 表明 ,数学 方法 论 一 一 数学 思维 却 是 一 种 正 
确 的 世界 观 . 简单 说 是 因为 数学 是 最 为 广泛 的 科学 ,因此 其 结论 
的 适用 面具 有 哲学 的 宽泛 性 . 

所 以 我 们 应 该 努力 推进 数学 思维 的 文化 化 . 

当然 ,数学 忆 维 也 是 一 种 修养 ,需要 努力 ,需要 用 心 方 能 形 


QD 这 里 又 用 到 了 “第 卡尔 分 割 ” 一 一 将 科学 分 作 “ 科 学 "和 “哲学 ”( 见 《4 辞海) 笠 卡 
尔 词 条 ). 
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成 ,不 过 一 旦 形成 则 终身 受用 . 

3. 数学 思维 内 容 简 述 

什么 是 数学 思维 呢 ? 根据 对 数学 思维 的 理解 ,主要 可 归 为 
如 下 几 条 . 

(1) 空间 思维 ,又 叫 几 何 思维 . 按 数学 大 家 阿 罗 尔 德 的 说 法 ， 
“数学 家 绝 大 多 数 属 空间 思维 型 ” 根据 笔者 的 观察 ,一般 人 的 思 
维特 征 亦 如 此 ,莫非 就 是 一 种 直观 思维 ,凭借 一 种 直观 感 . 差异 
仅 在 于 ,数学 家 脑子 里 的 空间 比 一 般 人 脑子 里 的 空间 更 活 一 些 、 
维 数 更 高 一 些 罢 了 . 具体 说 是 因为 数学 家 经 常 在 欧 氏 空间 Re 中 
思维 ,在 他 们 看 来 ,物质 空间 莫非 Re 中 nn 过 3 情形 而 已 ,习惯 了 
即 成 为 自然 了 . 

因此 我 们 都 可 能 养 成 这 样 的 空间 思维 习惯 ,一 般 说 只 要 有 
了 高 等 数学 基础 ,加 上 “有 心 ”坚持 , 则 必然 能 成 . 

当然 ,所 谓 R" 空间 思维 只 是 习惯 于 以 R" 空间 作为 背景 去 
思维 ,具体 的 思维 方式 如 下 . 

(2) 关系 思维 ,又 叫 函数 .映射 分 析 . 也 就 是 说 ,在 欧 氏 空间 
背景 下 分 析 考 查 问题 时 ,首先 要 看 到 所 分 析 的 对 象 有 多 少 个 影 
响 因 素 ,它们 围 着 问题 的 整体 目标 或 核心 ,存在 着 什么 样 的 关 
系 . 如 果 对 这 种 关系 作出 数学 表达 式 来 , 那 就 是 函数 .模型 ;如 果 
只 须 宏观 考查 其 因果 性 , 则 就 是 映射 . 尽管 我 们 不 一 定 要 对 该 对 
象 作 建 模 分 析 , 但 总 可 以 作出 关于 “因素 .关系 或 函数 .映射 的 
定性 思维 . 

(3) 特征 思维 , 即 函数 特征 的 定性 思维 和 考查 . 诸如 函数 的 
线性 、 非 线性 以 及 约束 性 考查 ; 非 线 性 函数 的 有 界 性 .单调 性 四 
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凸 性 考查 ,以 及 极 值 点 分 布 , 极 限 状 态 等 ;函数 的 约束 性 表现 为 
前 提 条 件 ( 公 理 ) 附 加 要 求 、 实 际 限 制 等 的 定性 认识 . 

当然 ,作为 一 种 思维 .思考 , 没 要 求 写 出 表达 式 , 没 要 求实 证 
过 程 和 实证 结论 ,因此 , 它 只 是 一 种 定性 的 .哲学 式 的 过 程 ,其 结 
论 也 是 一 种 观点 式 的 看 法 . 

(4) 变异 思维 ,又 叫 动态 思维 . 当 所 考查 对 象 具 有 较 强 的 随 
时 间 而 改变 的 特征 时 , 则 可 以 从 具有 单 向 、 匀 速 变动 特征 的 时 间 
变量 出 发 去 对 问题 作出 上 述 特征 思考 . 把 它 叫 做 关于 变异 的 数 
学 思维 ,简称 变异 思维 . 

(5) 数理 思维 . 人 们 说 ,“ 数 学 物理 是 一 家 ”. 不 可 否认 ,至 今 
数学 用 的 最 漂亮 、 最 精美 的 领域 还 是 在 以 物理 学 为 基础 的 广大 
科学 领域 内 . 再 说 ,在 数学 思维 的 R" 中 真正 具有 直观 性 的 还 是 
在 物理 空间 内 . 所 以 人 们 常常 把 数学 思维 直接 叫做 数理 思维 . 

以 上 所 述 都 是 定性 认识 , 属 哲 学 分 析 . 具有 一 定数 学 修养 的 
人 都 会 运用 其 从 数学 实证 过 程 中 自然 提升 成 的 思想 ,把 它 作 为 
方法 论 ( 亦 即 数理 思维 ) 去 认识 和 处 理 问题 . 

须 看 到 ,即使 在 作 建 模 的 实证 分 析 时 ,首先 一 步 还 是 要 对 其 
对 象 作 定 性 分 析 ,否则 很 难保 证 能 建 出 合理 的 模型 来 . 这 里 所 说 
定性 分 析 就 是 上 述 数理 思维 ,只 是 有 的 建 模 者 不 一 定 意识 到 这 
点 (只 是 一 种 无 意识 行为 ) 罢 了 . 也 许 这 也 是 通常 作 实 证 分 析 时 
有 的 人 不 够 重视 对 自己 的 对 象 作 定 性 分 析 的 缘由 吧 ， 

与 之 对 应 , 那 种 非 数 理 思 维 的 定性 分 析 常 常 连 一 个 像样 的 
方法 论 也 顾 不 上 去 寻求 , 便 直接 作 起 了 所 谓 直 观 分 析 , 实则 是 
“ 拍 脑袋 ”和 赁 经 验 作 分 析 , 这 是 说 不 上 科学 性 的 ,其 效果 也 是 可 


。 236 。 


赏析 五 ”哲学 数学 


想 而 知 的 . 

我 们 应 该 积极 倡导 数理 思维 ,以 在 既 有 的 深厚 的 数学 民俗 
文化 基础 上 进一步 弘扬 数理 思维 ,使 之 成 为 巩固 的 .现代 的 、 高 
雅 的 数学 文化 . 


5.4 数学 中 的 心理 学 
5.4.1 学 习 数学 的 年 龄 特征 分 析 


1. 人 的 几 个 结构 关系 式 
根据 经 验 和 数理 思维 ,我 们 给 出 人 生 有 关 智 力 发 展 的 几 个 
念 ,及 其 相互 间 关系 与 特征 ,并 且 为 了 形象 和 简便 , 拟 采用 “ 公 
式 ” 形 式 来 表 出 . 
人 = 二 躯体 吕 精 神 
精神 山神 经 二 大 脑 
精神 一 心理 出 理智 
特别 地 


精神 一 一 ( 哺 。 心 理 Ua 。 理智 ) 


其 中 ,a 表示 修养 ( 叫 修养 系数 ) ,修养 愈 高 则 理智 在 精神 中 所 占 
比重 愈 大 ;: 表示 年 代 系数 , 愈 古老 则 : 愈 大 , 愈 古老 则 心理 成 分 
愈 重 . 
此 式 表明 ,在 同一 时 期 内 (z 取 定 数 时 ) , 越 有 修养 的 人 《〈a 越 
大 ), 越 具有 理智 战胜 心理 的 自控 能 力 ,反之 则 反 ; 在 a 一 定 的 条 
件 下 , 越 古 的 人 (t 大 ) ,心理 成 分 (野性 ) 越 重 . 
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又 有 
理智 二 ( 管 商 十 情商 )X( 记 性 UU 悟性 》 
二 智力 X 能 力 
一 智能 
2 基础 素质 
2. 学习 数 学 年 龄 特征 曲线 
(1) 能 力 曲线 . 如 图 5 - 1 所 示 , 记 为 
FE; 二 J ;十 Wi; 二 记忆 曲线 十 悟性 曲线 
其 中 ,i 表示 第 i 个 人 (理智 曲线 因 人 而 异 ). 
经 观察 .思辩 和 分 析 认 识 可 得 
J;=J:(D)=[(t—4)? + je ea) 十 和 is 人 


= zs 十 Orss, 451 


其 中 

FT (2)==T (如 ) 1,4= | zn er- “dz| t= | ze“dz 

Bras.4s] = (t—35) (t—45)+e(t) 
W;=W;(t)=a(l—~e-*’ ) 

(此 为 logistic 方程 zx 一 az(1 一 Az) 的 解 型 曲线 ,在 图 5 - 1 中 只 
表 t 轴 Qa 段 上 的 一 段 函 数 曲 线 ,至 于 ab 段 上 的 函数 曲线 段 , 只 
须 特 征 性 地 表 为 直线 段 即 可 ) 

(2) 智力 曲线 . 如 图 5 - 1 所 示 , 记 为 

Si 二 N;(?) 十 Q(t) = 智商 曲线 十 情商 曲线 

其 中 
。238 ， 


赏析 五 ”哲学 数学 


= -一 一 站 (人 一 区 5 
N:(2) = [Gt—i): +t je Bi C55 


(zt 分布 曲线 ,>>0) 
Qi:(i) = he elt) = 1 bei 


3. 人 的 学 习 年 龄 特征 段 
(1) 5 一 15 岁 ;记忆 段 
该 年 龄 段 的 特征 是 记忆 性 强 , 昕 到 的 ,看 到 的 无 须 用 功 即 可 


记 住 ,但 善 记 不 善 理解 . 此 外 ,还 表现 为 手 上 “记忆 ”能 力 强 , 易 练 
手 功 ,也 喜欢 动手 ,此 时 利于 操作 灵巧 型 训练 ,如 练 琴键 , 弦 乐 
兹 、 亲 J 字 等 . 当然 , 手 上 训练 也 是 利于 智力 开发 的 . 特别 应 注意 ， 
记忆 期 是 为 以 后 进入 创造 期 作 知识 准备 的 . 同时 也 要 注意 培养 
已 维 习 惯 ,促进 其 悟性 发 展 . 


总 之 ,应 该 在 承认 这 一 年 龄 特征 的 基础 上 ,适当 提前 注重 理 


性 培养 . 


此 外 也 应 重视 激励 自己 情商 的 发 展 , 以 促进 其 智商 的 充分 
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(2) 15 一 25 几 :知识 段 

该 段 特点 是 记忆 能 力 的 发 展 趋 于 稳定 ,理解 能 力 开始 上 升 ， 
因此 可 以 说 是 记忆 型 到 理解 型 的 过 渡 阶 段 ,两 型 兼备 . 

所 谓 “ 知 识 段 ”, 系 指 这 里 记忆 的 信息 型 知识 能 得 到 一 定 的 
理解 ,这 时 已 有 一 定 的 逻辑 思维 能 力 和 联想 能 力 , 但 这 种 理解 只 
能 是 局 部 的 、 被 动 的 , 那 种 主观 能 动 地 去 探讨 、 理 解 事物 的 特征 
还 不 具备 ,因此 这 时 的 知识 主要 还 是 记 住 的 ,还 不 属于 自己 的 

知识 . 
(3) 25 岁 一 ;理解 段 

一 般 说 ,人 在 25 岁 左右 开始 进入 “悟性 期 >, 即 现代 人 提前 
进入 “而 立 之 年 ”, 民 间 说 是 “ 落 教 了 ”, “长 省 了 ”, 我 们 说 是 进入 
了 "反刍 期 ” 这 时 对 客观 世界 以 及 过 去 涉猎 的 知识 ,将 逐渐 产生 
一 种 主动 进取 ,追问 个 为 什么 . 可 把 这 样 的 特征 叫做 人 进入 了 
“理解 段 ”, 表 现在 图 5 - 1 中 , 即 W 的 上 升 较 陡 . 自然 ,这 时 容易 
产生 一 些 心得 .新 思想 ,或 说 进入 了 创造 性 年 龄 阶段 . 

还 有 个 特点 是 ,过 去 记忆 的 知识 将 重新 决定 取舍 ,经 过 自我 
反刍 理解 和 “再 发 现 ” 后 便 沉淀 下 来 成 为 自己 的 知识 ,形成 观点 、 
学 说 . 否则 即便 过 去 记得 的 甚至 十 分 “纯熟 ”的 知识 ,如 果 此 期 内 
得 不 到 “反刍 ?或 长 期 不 用 ,将 被 遗忘 ,特别 是 过 去 生硬 记 下 的 科 
学 知识 ,甚至 可 记得 一 干 二 净 . \ 

当然 ,25 岁 以 前 (青少年 期 ) 获 得 知识 的 多 少将 决定 其 进入 
“理解 段 ” 后 获得 属于 自己 知识 的 多 少 , 也 决定 着 以 后 理论 创造 
的 功底 . 

比如 这 些 年 来 在 笔者 著作 的 读者 中 ,先后 有 过 不 少 非 数 学 
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出 身 的 理工 科 人 士 与 笔者 切磋 过 ,从 中 尚 能 看 出 一 些 规律 . 比如 
一 些 成 年 以 上 的 人 往往 是 力图 创立 新 学 科 , 开辟 新 方向 ,撰写 新 
者 作 , 他 们 在 建立 理论 基础 时 都 不 约 而 同 地 从 不 同 角度 归结 为 
对 数学 的 需求 . 这 时 有 多 个 对 实数 结构 的 探求 者 ,也 有 对 数 的 表 
述 方式 表示 怀疑 者 ,也 有 对 数学 模型 的 描述 能 力 不 满意 者 等 . 他 
们 都 有 自己 大 胆 的 “创新 ?或 “改造 > 思想 .……. 

由 此 笔者 想到 ,一 方面 历史 上 不 知 有 过 多 少 “无 名 氏 ” 怀 疑 
过 数学 “改造 ”过 数学 . 因此 今天 的 数学 真正 是 经 历 过 干 锤 百 炼 
的 . 男 一 方面 ,数学 基础 或 者 说 数学 修养 对 于 一 门 新 学 科 、 新 方 
各 的 探索 具有 多 么 大 的 基础 性 作用 ! 所 以 青少年 时 代 多 读 点 
书 ,多 积累 一 些 知 识 对 于 他 的 未 来 是 多 么 重要 1 

性 不 见 社会 上 多 少 “聪明 ”人 由 于 青少年 时 期 缺乏 必要 的 知 一 
次 积累 和 基本 功 修炼 ,到 了 悟性 期 , 便 只 能 想 些 焉 门 那 道 的 事 ， 
盖 出 于 这 一 原理 吧 . 

4. 教育 的 本 质 特 征 认识 

我 们 说 教育 的 目的 在 于 开发 和 提高 理智 (或 叫 理性 ) 能 力 ， 
但 本 质 上 只 能 起 到 客观 的 、 非 直接 的 、 非 本 质 的 作用 , 其 方式 是 
人 多 能 作 诱 导 、 启 发 .激励 ,因而 不 可 操之过急 . 原因 在 于 人 的 记 
忆 、 情 性 ,智商 等 的 基础 部 分 是 由 其 自身 ,或 说 是 先天 决定 了 的 ， 
甚至 于 情商 也 存在 着 一 定 的 先天 因素 . 而 教育 只 是 后 天 的 、 外 在 
的 作用 , 它 虽 不 是 满足 社会 发 展 所 必需 的 智力 投资 .劳力 资本 的 
完美 方式 , 却 也 是 唯一 途径 (至 少 现在 还 是 如 此 ). 

作为 现代 知识 分 子 , 必 须 充分 研究 、 认 识 先天 和 后 天 这 样 的 
两 个 方面 ,才能 在 自己 工作 中 既 不 犯 急躁 毛病 , 又 不 至 于 气 馈 
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5.4.2 智力 开发 工程 之 困难 性 不 容 低 佑 


综合 上 述 讨 论 ,我 们 将 进一步 通过 建 模 分 析 得 知 , 人 类 智力 
开发 这 一 社会 工程 是 何等 艰巨 ,其 效率 不 容 乐 观 . 
首先 , 若 记 人 类 智力 为 Z, 则 已 得 知 ,影响 Z 发 展 的 因素 有 
智商 进化 〈z) .年龄 (生理) 特征 (z;)、 学 习 环 境 进 化 (z3)、 教 学 
进步 (z, ) 及 教育 改革 (zs ) 等 .同时 z 与 zi(z 一 1,2,…,5) 目 告 正 
相关 ; 若 仅 看 zx; 间 关 系 , 还 是 非 线性 、 非 独立 的 ,不 过 各 自 独立 的 
作用 是 较 小 的 ,所 以 可 近似 表 作 


Y= I[*, Da! (ai > 0) (5-4-1) 
(ai 是 zi 的 对 数 权 ,或 叫 弹 性 系数 ) 

因此 zx( 作 为 相应 量 来 看 ) 的 增长 率 也 很 微弱 . 虽然 还 可 看 到 
zl 、z2 与 社会 (3) 的 进步 是 呈正 相关 的 ,但 s 对 zi zz 的 作用 效果 
甚 微 , 这 里 可 以 忽略 . 

此 外 , 据 有 关 研 究 , zx 、zz 变化 也 其 微 , 且 zz 、zas 还 不 可 
控 , 这 一 来 {z;)i 中 只 有 zs、zs 的 可 操作 性 强 一 些 . 不 过 由 于 它 
们 不 是 x 的 主要 因素 (a ,ws 甚 微 ), 所 显 出 的 效应 仍然 很 低 . 这 
就 意味 着 教育 任务 和 教育 改革 的 艰巨 性 . 下 列 过 程 即 是 对 这 一 
结论 的 证 明 . 

为 使 讨论 合理 ,可 表 作 z 的 平均 变化 率 > 六 来 讨论 ,显然 它 
仍然 很 小 . 还 可 得 知 它 围绕 着 一 个 阅 值 ( 记 为 常量 e) ,使 得 zx 大 
于 ee 时,z /z 将 下 降 . 所 以 可 表 作 
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zz 一 ae 一 z) (5-4-2) 
其 中 ,ae 为 正 参 变数 ,日 cz1. 

万 一 方面 可 看 到 ,社会 (s*) 的 发 展 将 取决 于 智力 Z， 即 S 一 
sz), 同时 ,根据 上 述 分 析 亦 知 ,S 的 平均 变化 率 ( 视 。 为 相应 度 
量 值 ) 可 表 为 

s/s=b(2—s) (5-4-3) 
其 中 ,2 为 正 参 变量 , 且 ba . 亦 即 Z 也 是 S 的 国 值 ,并 且 原 则 上 
还 应 该 有 6b 二 6b(zs) ,不 过 因 区 变动 微小 ,可 以 仍然 取 2 为 常数 . 

这 里 式 (5-4-2)、 式 (5-4-3) 叫做 logistic 方程 . 对 于 式 

(5-4-2) 可 通过 直接 积分 得 到 解 


Ce 、 训 _ 用 
= 一 己 二 C5 《〈C 为 积分 常数 ) (5-4-4) 


当 取 初始 值 z(w) = e /2 时 ,C=1. 
同 理 , 对 式 (5-4-3) 有 解 


二 cs (5-4-5) 


z(t)=e /2 时 ,C=1. 

从 图 5 - 2 可 以 看 出 ,曲线 x = z(i) 发 展 十 分 缓慢 ,这 是 因 
为 ae 很 小 之 故 . 但 因 8 大 ,而 一 GD) 曲线 发 展 较 快 . 若 将 式 
(5 -4 4) 中 zx 的 增长 性 一 并 考虑 到 式 (5-4-5) 中 , 则 在 z<<z 时， 
曲线 应 该 比 z 作为 常量 看 待 的 式 (5-4-5) 曲线 上 升 更 陡 . 但 当 1 
>t 时 , 则 较 式 (5-4-5) 曲 线 的 陡 度 下 降 更 快 ,意味 着 这 时 社会 发 
展 里 缓慢 . 所 以 :是 不 幸 时 刻 , 希 望 没 有 它 更 好 , 若 有 它 , 则 希望 
它 来 得 愈 晚 愈 好 . 

现在 来 说 明 (不 算 严 格 证 明 ), 必 存在 1 ,使 得 s 曲线 与 曲 
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线 在 这 里 相交 . 这 是 因为 从 现实 观察 得 知 , 比 如 现代 社会 即 处 于 
i<<t 的 区 间 内 . 亦 即 二 只 是 未 来 的 存在 ,由 于 ba，,s 的 单 增 比 > 
的 单 增 快 ,所 以 这 一 相交 时 刻 ( 有 限 值 z ) 必 然 存 在 . 

其 实 直 接 比 较 式 (5-4-3) ,. 式 (5-4-2) ,在 baza 条件 下 ,同样 
可 以 得 到 这 一 结论 . 

总 之 ,由 此 表明 ,为 使 社会 (s) 有 更 高 的 发 展 ,应 致力 于 让 
往 后 移 , 从 而 首先 应 该 让 xz 曲线 更 陡 , 升 得 更 高 ,这 时 由 于 
5 一 5(z) , 必 使 s 也 更 陡 、 更 高 ,这 样 即 可 使 它们 交 于 更 远 的 7 为 
此 , 据 式 (5-4-1) 分 析 , 只 能 对 可 操作 的 xz 、zs 采取 措施 ,也 就 是 
要 进行 培养 模式 的 改革 和 优化 . 

这 就 是 客观 规律 赋予 我 们 智力 开发 的 更 为 艰巨 的 使 命 . 

在 高 等 数学 的 “ 教 ? 和 "学 ?中 都 应 该 注重 思想 修养 ,注意 开 
发 思维 、 开 发 直觉 ,注意 培养 合 情 推 埋 的 能 力 . 

知识 可 以 传授 ,但 思维 得 靠 启 发 ,悟性 得 靠 诱 发 ,严格 说 悟 
性 是 不 可 能 直接 传授 的 . 

虽然 人 类 在 进化 ,但 看 来 人 类 年 龄 心理 特征 的 进化 仍 不 和 运 
应 时 代 的 急切 需求 ,认识 到 这 点 ,应 该 激 起 我 们 更 加 努力 地 提高 
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培养 自己 的 自觉 性 . 特别 是 年 轻 人 应 该 加 强 理解 能 力 和 思维 习 
惯 的 培养 ,以 最 终 增 进 社会 智力 的 提高 . 

髓 根据 “基因 对 环境 的 适应 性 ”, 只 要 如 此 坚持 下 去 , 假 以 世 
代 即 可 最 终 影响 到 遗传 基因 的 加 速 进化 . 

当然 ,学 习 数 学 的 心理 随 着 生理 的 发 展 规律 如 此 ,学 习 其 他 
科学 的 规律 同样 如 此 . 


5.4.3 数学 贵 在 信心 , 贵 在 坚持 


一 般 说 来 ,在 同一 类 型 的 工作 中 ,数学 出 身 的 人 要 比 非 数学 
出 身 的 人 数学 能 力 强 一 些 , 似 乎 这 是 个 不 争 的 事实 了 . 但 若 要 问 
个 为 什么 ?也 许 就 会 有 争议 了 . 

大 多 数 人 可 能 会 认为 ,产生 差别 的 唯一 原因 是 ,数学 出 身 的 
人 比 非 数学 出 身 的 多 学 了 好 多 数学 ,多 做 了 好 多 数学 题 ,有 过 更 
多 的 专业 训练 等 . 

但 是 真正 有 过 体会 的 人 则 会 说 ,产生 差别 的 主要 原因 不 在 
于 学 生 时 代 是 否 多 学 了 一 点 数学 ,而 在 于 数学 出 身 的 人 更 有 一 
种 自信 心 和 内 压力 ， 

比如 在 阅读 文献 时 , 当 遇 到 一 个 数学 问题 ,一 时 未 看 懂 , 往 
往 会 产生 两 种 不 同 的 态度 . 对 于 好 些 非 数学 出 身 的 人 ,本 来 就 对 
数学 心 存 畏 惧 ,这 时 哪怕 稍 作 理解 就 可 以 弄 懂 的 ,也 不 敢 一 试 
了 . 特别 还 可 能 想到 ,我 不 是 学 数学 的 ,看 不 懂 不 天 人 ,于 是 放弃 
了 它 , 不 愿 去 钻研 ,失去 了 信心 、 

但 对 于 数学 出 身 的 人 来 说 ,他 会 想到 ,我 是 学 数学 的 ,要 是 
别人 问 到 我 ,我 说 看 不 懂 多 丢人 . 于 是 他 会 带 着 这 一 压力 , 废 辣 
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忘 食 地 要 把 它 弄 通 . 就 这 样 一 次 .两 次 …… 日 积 月 累 或 月 积 年 
累 ,他 的 数学 “能 力 ”可 真 的 要 强 于 别人 了 . 

反之 , 那 位 非 数学 出 身 的 人 , 却 因 为 一 次 放弃 了 锻炼 的 机 
会 ,两 次 放弃 了 钻研 的 锻炼 ,久而久之 其 数学 能 力也 真 的 落后 于 
别人 了 . z 

其 实 ,学 生 时 学 到 的 内 容 是 相当 有 限 的 ,更 多 的 内 容 还 是 工 
作 生涯 中 逐步 开通 ,逐步 积累 起 来 的 . 这 时 不 管 对 于 数学 出 身 者 
还 是 非 数学 出 身 者 ,都 是 个 平等 的 积累 过 程 . 

正 因 如 此 , 才 有 那么 多 非 数 学 出 身 者 ,他 们 的 数学 功夫 就 十 
分 了 得 . 主要 原因 即 在 于 他 们 在 数学 面前 没有 失去 信心 ,日 久 天 
长 而 成 

恰好 相反 ,也 有 不 少数 学 出 身 的 人 , 因为 没有 那 份 自信 心 ， 
最 终 其 数学 不 如 别人 了 . 这 是 因为 并 非 数 学 专业 出 身 的 人 就 一 
定 能 什么 文献 都 看 得 懂 , 好 多 时 候 仍 然 是 靠 钻 ,甚至 是 夜 不 成 眠 
才 钻 懂 了 的 . 只 不 过 他 们 有 个 “习惯 ”, 在 介绍 自己 经 熬夜 .失眠 
才 得 到 的 东西 时 ;不 愿 把 真实 的 过 程 说 出 来 ,往往 只 轻描淡写 地 
说 ,“ 这 很 容易 ,只 须 如 此 这 般 就 得 到 了 ”, 以 示 自 己 的 聪明 所 在 ， 
当然 这 样 的 人 若 多 了 会 更 加 泻 染 数学 的 “神秘 ”性 . 

总 之 ,观察 结果 和 自我 经 验 都 告诉 我 们 ,建立 起 对 数学 的 自 
信心 是 非常 重要 的 . 这 一 自信 心 既是 什么 人 都 可 以 树立 起 来 ,也 
是 什么 人 都 可 能 丢失 的 . 

我 们 不 仅 要 树立 起 自信 心 ,而 且 要 持之以恒 ,坚持 下 去 , 久 
必 生 效 . 
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5. 4.4 课堂 里 的 心理 学 点 滴 


1. 课 营 心理 学 小 议 

但 凡 一 个 艰苦 的 地 方 都 是 一 个 心理 表现 最 为 复杂 的 场所 . 

课堂 是 人 类 社会 几 千年 的 文化 窗 炉 ,与 历史 同 辉 ,被 誉 为 伟 
人 的 摇篮 ,成功 者 的 孵 巢 、 人 类 文明 的 源泉 ,但 毕竟 这 里 不 是 桃 
源 乐土 ,而 是 艰苦 跋涉 之 地 . 

课堂 是 座 山 ,个 个 都 在 那里 攀 肥 过 ;课堂 是 流水 ,人 人 都 从 
那里 泗 渡 过 来 . 

课堂 是 个 智能 的 运动 场 ,训练 馆 , 在 激烈 的 进取 与 比拼 中 ， 
其 心理 反映 和 反应 自然 都 是 十 分 强烈 的 . 所 以 课堂 里 的 心理 学 
是 非常 丰富 的 ,本 节 不 可 能 全 面 述 及 , 仅 就 数学 课堂 上 的 专业 差 
异 作 作 议 论 . 

可 以 说 ,在 数学 课堂 里 ,对 全 世界 的 学 生来 说 面临 的 都 是 一 
种 “外 语 ”, 或 说 是 一 种 新 的 “世界 语 ”. 

的 确 , 数 学 堪 称 一 种 特殊 的 “世界 语 ”, 好 在 它 的 “文字 ”是 世 
界 统一 的 ,发 音 上 虽 各 有 差异 却 也 不 大 , 难 的 只 是 其 语言 中 的 逻 
辑 推理 比 一 般 语 言 严格 , 且 来 的 简洁 ,不 容 反 复 解释 和 细 说 , 因 
此 它 的 语意 往往 需要 细心 去 揣摩 . 特别 是 那 一 堆 堆 “语句 ”( 数 学 
公式 ) 和 一 一 中 串讲 解 推 于 "(演算 推导 ) 总 会 使 一 些 心 有 汉 的 、 时 
听 时 人 狗 的 学 生 感 到 难以 捉摸 . 

这 时 课堂 里 的 各 种 心理 状态 便 相继 产生 了 . 

笔者 认为 最 为 凸显 的 问题 是 专业 差异 所 产生 的 心理 悬殊 
比如 同样 是 数学 课堂 ,理科 学 生 就 表现 得 有 耐心 一 些 ,他 们 学 不 
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懂 时 知道 课 后 用 更 多 工夫 去 补 ,作业 布置 得 多 他 不 反感 ,只 靠 自 
己 努 力 去 追赶 ,因为 他 知道 这 是 与 他 的 “饭碗 ”息息相关 的 ,只 得 
破釜沉舟 ,没有 退路 了 . 

但 工科 学 生 总 体 表现 上 就 要 差 一 点 ,他 们 遇 到 困难 时 心理 
上 会 有 意识 无 意识 地 给 自己 一 个 退缩 余地 ,认为 我 们 是 搞 工程 
的 ,数学 只 是 工具 , 记 住 它 甚至 知道 它 就 行 了 ,现在 只 须 见识 见 
识 , 以 后 用 到 时 知道 去 查 公式 就 行 了 . 甚至 有 的 还 产生 反感 情 
绪 , 认 为 老师 现在 要 求 过 高 了 、 过 多 了 ,没有 必要 . 

特别 地 ,文科 类 (包括 所 有 非 理工 类 ) 学 生 对 于 刻苦 于 数学 
的 思想 准备 则 更 差 ,他 们 会 有 意识 无 意识 地 认为 过 去 前 辈 们 用 
的 数学 少 , 甚 至 根本 不 用 数学 不 也 一 样 出 成 果 、 出 名 人 吗 ? 比 如 
经 济 学 上 现在 流行 西方 经 济 学 ,用 的 数学 虽然 很 漂亮 ,好 像 少 不 
了 数学 似 的 ,但 仍然 有 不 用 数学 而 成 为 世界 级 的 经 济 名 家 呐 . 

总 之 ,在 既 有 的 教材 和 教学 大 纲 上 的 专业 差别 之 下 ,再 来 一 
个 专业 上 的 心理 悬殊 ,是 十 分 不 利于 学 好 数学 的 .“ 车 轮 的 气 不 
足 则 车 子 前 进 难 ,有 扑 坡 更 难 ”, 这 是 必须 认真 对 待 的 一 种 负面 
心理 . 

当然 ,以 上 所 述 , 只 是 从 统计 意义 来 说 的 ,或 说 只 是 从 一 般 
意义 来 说 的 . 必须 承认 其 中 也 有 不 少 特例 ,理科 中 不 乏 持 工科 心 
态 、 文 科 心 态 者 ;工科 ,文科 中 也 不 乏 报 理科 心态 者 (自然 ,不 同 
的 心态 下 ,都 将 预示 着 不 同 的 结局 和 前 途 ). 

所 有 这 些 也 都 是 笔者 之 一 近 半 个 世纪 教学 生涯 中 对 各 类 专 
业 、 各 种 层次 课堂 的 亲身 经 历 和 体会 . 笔者 曾经 在 工科 课堂 上 告 
诫 学 生 “在 数学 课堂 上 应 该 警惕 “工科 意识 * 拖 你 的 后 腿 ”; 在 文 
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科 类 数学 课堂 上 曾 告 谨 学 生 “ 应 该 防止 “文科 意识 ”成 为 你 心理 
上 的 拦路 虎 ” 

尽管 各 个 专业 本 来 就 应 该 有 自己 的 专业 意识 ,有 专业 意识 
本 来 是 好 事 , 还 应 该 愈 强 愈 好 ,但 是 将 其 用 到 数学 学 习 上 来 ,用 
到 克服 数学 困难 之 中 来 ,未 必 是 好 事 . 这 时 反倒 会 成 为 他 们 数学 
加 气 录 的 一 个 个 键 阶 . 

数学 数学 意识 ,特别 是 数学 思维 数学 修养 ,对 于 哪 一 个 专 
业 的 人 都 不 会 嫌 多 ,倒是 愈 多 愈 好 、 多 多 益 善 . 但 它 只 是 橱 顶 的 
水 果 、 市 刺 的 鲜花 山崖 的 雪莲 ,沙漠 绿洲 的 清泉 ,没有 付出 辛劳 
是 不 可 能 得 到 的 . 

可 是 ,心理 学 也 表明 , “艰苦 者 总 想 有 个 休 笋 的 借口 ”一 我 
们 应 该 随时 准备 用 自己 的 理智 去 遏制 休 笋 的 心理 ,堵塞 逃逸 的 
借口 . 

2. 课 莹 里 座位 分 布 中 的 “投票 ” 

当 学 生 先 后 进入 教室 而 自选 座位 时 ,往往 是 好 学 生 、 学 习 认 
真 的 学 生 豆 欢 靠 前 , 较 差 的 学 生 , 特 别 是 较 差 的 男生 ,喜欢 靠 后 . 
虽然 这 主要 还 是 一 种 心理 现象 ,是 下 意识 表现 ,但 也 不 排除 有 一 
定 的 显 意识 因素 在 起 作用 . 

特别 地 ,更 有 这 样 一 种 经 验 ,课堂 里 当 学 生 人 数 小 于 座位 总 
数 的 约 2 时 ,学 生 自 选 座位 的 结果 往往 产生 一 个 较为 明显 的 
分 布 中 心 , 这 个 分 布 中 心 一 般 存 在 三 种 情形 :第 一 种 是 靠 后 ,第 
二 种 是 靠 前 ,第 三 种 是 靠 中 或 叫 没有 中 心 ,座位 比较 散 . 

这 三 种 分 布 表现 出 了 三 种 学 生 班 的 心理 特征 ,以 第 一 种 的 
心理 最 为 复杂 . 第 一 种 情形 往往 也 是 初次 听课 者 的 首选 规律 ,一 
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般 在 第 一 次 听 某 门 课时 下 意识 常常 喜欢 靠 后 就 座 . 此 外 ,作为 通 
常 行为 ,在 畏惧 该 老师 .厌恶 该 老师 时 也 会 这 样 ; 不 愿 听 本 门 课 、 
不 重视 本 门 课程 时 也 这 样 . 

第 二 种 心理 是 最 为 积极 的 ,表现 为 学 生 普遍 热爱 这 门 课 或 
喜欢 这 位 教师 的 课 . 当然 在 各 种 分 布 情形 下 一 般 都 会 有 个 别 学 
生 能 自动 选择 前 座 , 多 是 学 习 认 真 者 ,但 这 不 影响 总 体 分布 
规律 . : 

第 三 种 情形 属于 前 两 种 的 中 间 状 态 ,所 表明 的 学 生态 度 也 
是 居中 的 ,不 激 不 抑 , 这 里 不 必 赣 述 了 . 

总 之 ,可 以 说 三 种 心理 在 一 定 程度 上 给 出 了 学 生 对 这 门 课 
或 对 这 位 老师 的 总 体 投票 .打分 . 因此 在 作 教学 考查 时 ,一 般 只 
要 看 看 这 一 “分 布 中 心 ” 即 可 得 到 一 定 的 信息 了 . 

3. 对 教师 的 心态 决定 着 学 习 效 果 

有 过 这 样 一 个 案例 . 某 系 某 专业 同一 年 级 有 甲乙 两 个 班 ,上 
某 基础 课时 用 同一 套 教材 ,但 由 两 位 年 轻 讲师 分 别 包 干 . 本 来 乙 
班 教师 平常 教学 效果 优 于 甲 班 教师 的 ,但 事先 在 学 生 中 有 传闻 ， 
甲 班 的 教师 是 副教授 , 乙 班 的 教师 还 是 讲师 ,于 是 两 个 班 的 心理 
差别 也 就 不 言 而 喻 了 . 但 乙 班 教师 全 然 不 知道 这 些 , 只 是 一 开始 
上 课 就 感到 有 些 不 正常 ,学 生 缺 勤 多 ,表情 木讷 , 谈 到 高 兴 处 也 
没 人 高 兴 , 如 同 鄙 螨 ,直到 半 学 期 以 后 气氛 才 逐 步 扭转 过 来 , 那 
是 因为 乙 班 人 听 说 甲 班 的 也 不 怎么 样 才 “ 心 理 平衡 ?» 了 . 后 来 虽 
然 乙 班 教师 尚 能 从 学 习 委员 处 偶然 得 知事 由 ,解除 了 心里 谜团 ， 
但 乙 班 学 生 的 学 习 损失 却 是 既成 的 事实 ,也 是 难以 补 回 的 了 . 

如 果 说 这 一 案例 算是 偶然 的 ,但 相信 这 一 心理 规律 并 不 偶 
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然 , 人 人 都 可 能 见 过 或 经 历 过 这 类 事例 . 比如 从 个 人 来 说 , 当 对 
老师 抱 好 感 时 , 听 得 会 更 认真 ,也 似乎 更 容易 听 懂 . 反之 , 则 会 
“ 左 耳 进 右 耳 出 ” 尽管 学 生 也 知道 这 对 自己 不 利 , 懂 事 的 学 生 会 
从 理性 上 去 克服 它 , 但 是 心理 规律 毕竟 有 它 的 作用 ,一 经 发 生 多 
少 都 会 留 下 一 些 阴影 ,所 以 应 尽量 事先 回避 才 是 . 

事实 上 这 还 是 个 普遍 的 心理 规律 . 比如 所 谓 歌迷 现象 球迷 
现象 也 都 来 自 这 一 心理 特征 . 又 如 ,在 飞机 上 刚 起 飞 时 都 会 听 到 
介绍 驾驶 员 的 “光辉 ”业绩 ,为 的 是 增强 乘客 的 信任 感 .安全 感 ， 
同样 出 自 人 们 的 这 一 特殊 心理 . 原来 这 也 是 航务 方面 针对 乘客 
这 一 特殊 心理 的 一 种 特殊 服务 . 

显然 ,教师 和 教学 管理 者 都 应 该 研究 这 一 课堂 心理 ,并 学 会 
用 航务 的 “心理 服务 方法 ”去 增强 学 生 对 教师 的 信任 心理 . 

4. 偶然 “成 功 ” 的 威力 

有 这 样 一 个 事实 ,一 位 学 生平 时 比较 调皮 、 贪 玩 ,因此 老 挨 
批 , 搞 的 在 课堂 上 灰 溜溜 的 ,成 为 一 个 差 等 生 . 可 是 一 次 偶然 机 
会 ,化 学 课 的 一 次 平时 测验 他 竟然 考 了 个 96 分 ,全 班 第 一 . 因此 
受到 了 班主 任 和 任课 老师 表扬 ,同学 也 投 来 了 难得 的 羡慕 目光 . 

说 也 奇怪 ,从 此 以 后 该 生 简直 换 了 一 个 人 ,可 以 说 从 命运 的 
根部 开始 来 了 一 次 妫 变 , 成绩 很 快 攀升 起 来 ,并 稳定 在 中 上 水 
平 ,也 不 那么 调皮 了 . 

由 此 可 见 “表扬 ”的 心理 学 动力 ,哪怕 是 偶然 的 一 次 “成 功 ” 
对 一 个 人 精神 的 作用 有 多 大 . 足见 提倡 正面 鼓励 的 工作 方法 是 
有 其 深厚 的 心理 学 基础 的 . 

不 过 表扬 也 需要 技巧 ,不 可 滥用 , 若 要 从 心理 上 被 对 方 “ 识 
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破 ”, 那 也 就 “不 值 价 ” 了 . 

5. 课堂 收获 二 象 论 

“二 象 论 ” 是 “教育 二 象 论 :复杂 性 及 战略 初探 ”( 中 国 科学 教 
育 2006 年 22 期 ) 中 提 到 的 一 套 方法 论 . 它 揭示 出 一 切 客观 对 象 
少 由 所 谓 “ 虚 、 实 ”两 面 ( 二 象 ) 构 成 ,二 象 处 于 “此 消 彼 长 或 既 对 
立 又 统一 ”动态 的 “对 偶 ” 状 态 . 

原来 课堂 收获 也 存在 着 虚 、 实 二 象 . 显然 “ 实 ” 象 就 是 说 得 出 
来 的 .被 显 意识 接受 了 的 理性 部 分 ,这 是 既 有 的 共识 ,不 必 玲 述 . 
要 说 的 是 , 它 也 有 其 “ 虚 ” 象 部 分 , 它 不 属于 理性 ,而 是 属于 潜 意 
识 的 ,甚至 是 进入 下 意识 的 非 理性 部 分 . 

作为 例证 ,请 考虑 这 样 两 个 问题 : 

(1) 课 堂 里 思想 “开小差 ?的 人 是 否 等 于 逃课 ? 

(2) 学 过 一 门 课 而 “ 忘 光 了 ”与 没有 学 过 这 门 课 是 否 是 一 
回 事 ? 

显然 答案 是 明朗 的 .“ 开 小 差 ”? 的 人 与 “ 忘 光 了 ”的 人 虽然 不 
能 像 得 到 “ 实 ?” 收 获 的 人 那样 可 以 陈述 得 出 来 ,但 也 绝 不 像 * 逃 课 
者 ”“ 没 有 学 过 者 ”那样 “空白 ”. 表现 在 同样 条 件 下 “开小差 者 ” 
就 比 " 逃课 者 ”更 容易 看 懂 这 部 分 内 容 ; 忘 光 了 者 ?就 比 “ 没 有 学 
过 者 ”的 相关 能 力 强 . 这 不 是 猜测 ,而 是 每 个 知识 分 子 都 有 过 的 
经 验 事实 . 还 可 进一步 问 , 人 生 学 过 那么 多 知识 ,到 头 来 真正 记 
住 的 有 几许 ? 那么 忘 了 的 那 “ 大 部 分 ”是 否 就 不 该 学 ,是 否 完全 
属于 浪费 呢 ? 显然 不 是 .“ 忘 了 的 ”最 多 只 是 不 在 显 意识 的 大 和 脑 
皮层 , 却 也 是 “沉降 ”到 潜意识 的 大 脑 深 层次 甚至 渗透 到 体 细胞 
的 下 意识 中 去 了 的 ,这 点 就 连 他 本 人 也 说 不 明白 的 ,但 在 实践 中 
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就 会 自然 地 体现 出 来 . 

当然 ,也 不 能 以 此 作为 课堂 “开小差 ”的 借口 ,毕竟 虚实 二 象 
同时 收获 到 才 是 好 事 . 同时 也 是 根据 二 象 论 ,只 得 到 “ 虚 象 ?收获 
者 也 不 可 能 得 到 授课 中 的 全 部 虚 象 . 

6. 课堂 风气 的 重要 性 

都 知道 课堂 风气 对 于 一 个 班 集体 的 学 习 来 说 ,是 具有 举 足 
轻重 影响 力 的 . 显然 课堂 风气 属于 学 风 、 班 风 ,也 属于 学 习 “ 二 象 
论 ” 的 虚 象 . 它 是 个 人 心理 基础 上 加 上 群体 中 “心理 感染 ”作用 所 
形成 的 集体 效应 . 

首先 ,人 在 艰苦 中 都 有 个 “偷懒 ”心理 . 比如 在 艰苦 的 负重 进 
程 中 有 “最 欢迎 别人 能 给 我 一 个 借口 以 便 停 下 来 喘 口 气 ” 的 心理 
即 属 此 . 又 如 ,好 的 比赛 成 绩 总 是 出 在 有 强势 对 手 出 场 的 情势 
下 ,这 是 为 什么 ? 例如 , 报 载 刘翔 于 2007 年 6 月 3 日 在 美国 跨 
出 了 他 的 最 好 成 绩 12 秒 92, 原 因 之 一 是 这 次 有 了 强劲 对 手 的 
参加 . 

其 次 , 回 到 课堂 里 来 ,有 这 样 的 现象 ,课堂 上 如 果 老 师 少 布 
置 作 业 .提前 下 课 等 ,即使 对 于 学 习 自觉 .学 得 好 ,希望 多 学 点 东 - 
西 的 学 生来 说 ,都 不 会 立即 产生 反感 心理 ,往往 是 过 后 才 (从 理 
性 上 ) 认 识 到 这 是 老师 在 偷懒 ,也 才 有 意见 了 的 ,这 是 为 什么 ? 
仍 在 于 一 个 连 自己 也 不 一 定 认识 到 的 “偷懒 ”心理 . 

总 之 , 正 是 这 一 “偷懒 ”心理 和 群体 “感染 ”心理 使 得 我 们 的 
教室 里 容易 产生 不 利于 学 习 的 不 正常 风气 . 

那么 ,我 们 应 该 怎样 来 对 付 这 一 “偷懒 ”心理 ? 

为 此 ,一 句 让 人 听 迁 了 耳 的 套话 是 “要 树立 一 个 好 的 班 风 ”， 
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但 如 何 树立 呢 , 谈 何 容易 . 经 验 和 观察 结果 表明 一 个 好 班 风 源 自 
几 个 好 学 生 之 间 的 竞争 形势 及 其 形成 的 “心理 感染 ”作用 , 这 时 
犹如 有 强手 出 阵 的 比赛 场 ,人 人 皆 有 的 好 胜 心理 将 淹没 并 替代 
其 “偷懒 ”心理 . 为 此 需要 培植 ,或 说 需要 严格 要 求 与 正面 激励 
“二 象 ”并 举 , 否 则 如 果 让 其 负 向 的 “感染 ” 力 占 去 上 风 , 那 就 是 另 
一 种 风气 了 ， 

当然 ,培植 班 风 是 另 一 门 艺术 ,不 是 此 小 小 篇 隅 所 能 及 的 ， 
不 得 不 点 到 为 止 

7. 自信 心 决定 学 习 效果 

在 体育 比赛 中 一 个 自信 心 不 足 的 运动 员 是 不 可 能 取得 好 成 
绩 的 ,运动 员 首先 要 自己 战胜 自己 就 是 要 真正 树立 起 自信 心 来 

在 学 习 上 同样 需要 树立 自信 心 ,否则 即 会 失去 克服 困难 的 
毅力 . 

当然 这 个 自信 心 的 树立 也 是 以 一 定 的 知识 基础 为 前 提 的 ， 
因而 不 是 言 目 的 ,否则 即 成 为 骄傲 了 . 实际 上 这 也 是 个 虚实 “二 
象 "关系 问题 ,知识 基础 属实 象 .自信 心 属 虚 象 ,二 者 是 互相 匹配 
的 . 一 定 的 基础 上 即 应 该 有 相应 的 自信 心 ,二 象 中 缺 了 任 一 象 都 
会 使 另 一 象 得 不 到 充分 发 挥 . 所 以 在 既 有 的 基础 上 既 不 可 缺 和 
自信 心 也 不 可 自信 心 过 分 . 

为 什么 一 个 数学 出 身 的 人 其 数学 能 力 较 之 一 般 非 数学 出 身 
的 人 来 说 ,其 进步 往往 要 快 一 些 ? 已 说 过 ,除了 一 定 的 专业 压力 
之 外 ,他 比 别 人 更 有 自信 心 也 是 一 个 主要 因素 . 哪怕 只 有 一 点 点 
差异 ,日积月累 也 必然 显效 . 

教育 学 上 有 一 个 “ 罗 森 格 尔 效应 ”, 说 的 是 1906 年 一 位 叫 雅 
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各 布 的 小 学 班主 任 做 了 一 个 实验 ,有 意 告诉 每 位 新 来 的 老师 说 
肝 举 震 生 很 聪明 ,学 习 好 ,给 老师 提供 错误 信息 . 的 确 ,一 段 时 间 
后 发 现 这 些 学 生 中 大 多 数 人 的 成 绩 都 不 同 程度 地 上 升 了 . 显然 ， 
这 是 通过 教师 的 信任 增强 了 自己 的 自信 心 所 产生 的 效果 . 
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黄 析 六 
数学 的 “ 自 哮 ” 


数学 的 抽象 性 ,精确 性 技巧 性 ,数学 语言 的 特殊 性 和 历代 
数学 名 家 中 种 种 聪明 故事 ,给 人 们 以 深 深 印象 ,似乎 数学 玄 . 数 
学 难 、 数 学 神秘 ,数学 是 绝顶 聪明 人 干 的 事 ,以 致 在 学 生 中 乃至 
一 般 知识 分 子 中 产生 了 种 种 非 正 常 的 “数学 心理 ”和 “数学 行 
为 ”, 好 像 真有 必要 作为 一 门 “ 数 学 心理 行为 学 ”来 研究 和 应 对 
似 的 . 

当然 ,其 中 固然 有 可 鼓舞 的 一 面 ,但 所 产生 的 负面 效应 也 
是 更 为 严重 的 ,不 可 低估 

比如 生活 中 ,朋友 新 交 , 当 知道 某 某 是 数学 出 身 时 ,往往 油 
然而 生 敬 佩 之 情 , 心 里 自然 在 想 , 此 君 一 定 聪 明 ,多 值得 羡 募 
啊 ! 当然 这 种 崇尚 数学 的 心理 并 非 坏 事 ,但 若 由 此 形成 了 对 自 
己 的 不 信任 , 遇 到 数学 问题 时 总 想到 我 不 是 数学 出 身 , 甚至 认 
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为 自己 没有 数学 天 赋 , 对 自己 失去 了 信心 ,倒是 很 不 正常 的 了 . 

那么 ,本 章 即 是 要 说 明 , 事 情 并 不 是 那样 的 . 其 实 任何 一 个 
行业 内 都 隐 有 聪明 人 也 有 普通 人 ,并 且 更 多 的 是 普通 人 ,数学 
中 同样 如 此 . 进入 任何 一 个 专业 ,80% 的 还 是 得 靠 后 天 努力 . 只 
要 有 信心 谁 都 可 以 进 得 去 数学 中 的 . 

为 了 说 明 这 些 事实 ,澄清 一 些 误解 ,我 们 将 从 一 个 特别 的 
说 角 去 观察 一 下 数学 一 一 以 “ 揭 丑 ?的 方式 进行 . 这 时 我 们 会 发 
现 数 学 的 系列 事实 好 像 是 在 自我 嘲弄 ,自我 讽刺 似 的 . 那么 它 
为 什么 会 这 样 呢 ? 它 能 带 给 我 们 什么 样 的 思索 ……. 

这 样 做 当然 也 是 符合 本 书 作 为 赏析 性 读物 宗旨 

本 书 最 终 是 要 说 明 数 学 并 不 可 怕 ， 数学 家 也 并 不 神秘 人 
人 都 可 能 成 为 数学 家 ,特别 是 应 用 数学 家 . 其 实 可 以 说 各 个 学 
科 中 的 成 功 者 们 都 是 应 用 数学 家 . 


6. 1 所 谓 数学 的 精确 


人 们 赞美 数学 的 精确 美 , 似 已 达到 美 轮 美 负 的 地 步 . 

本 节 则 要 说 明 任 何事 务 都 不 是 绝对 的 ,数学 的 精确 性 也 是 
这 样 . 

首先 将 从 数 亦 即 数量 的 精确 问题 谈 起 ， 最 后 落实 到 整个 数 
学 的 精确 性 问题 上 来 . 


6. 1.1 数量 的 精确 是 什么 ? 


记得 小 学 时 一 次 在 数学 作业 中 把 9 写成 0 而 挨 了 老师 一 
» eh 
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顿 批评 , 令 人 一 想起 来 都 略 觉 心 怪 , 后 来 才 知 道 老 师 的 用 心 . 想 
必 每 个 人 的 学 习 史 中 都 有 过 类 似 事件 发 生 吧 ! 

是 的 , 数 是 最 具有 精确 性 的 ,比如 财会 账目 , 差 一 分 一 厘 都 
会 使 账目 失去 收 支 平 衡 ,都 得 把 原因 找 出 来 方 能 罢休 ,何等 
精确 . : 

又 如 ,x 二 3. 141 59 比 x 一 3. 141 6 精确 ; V2 = 二 1.414 比 V2 
二 1. 42 精确 等 . 何等 严密 ,这 些 都 无 不 体现 着 数量 的 精确 性 . 

那么 ,数量 真 的 是 精确 的 吗 ? 

为 回答 这 个 问题 ,首先 得 回答 精确 是 什么 ? 

仔细 揣 想 起 来 才 知 道 ， 原来 精确 这 个 概念 本 和 并 不 “ 业 
确 ” 这 也 许 要 算是 数学 的 一 个 自嘲 吧 ， 

事实 上 精确 只 是 个 相对 概念 , 它 需要 有 一 个 比较 “标准 ” 
对 于 不 同 的 问题 ,这 个 标准 可 来 自 多 个 方面 . 比如 在 度 、 量 、 稀 
等 测量 仪器 中 ,这 个 标准 统一 来 自 国际 度量 衡 组 织 的 共同 
约定 . 

例如 , 仅 就 一 个 平凡 的 长 度 计 量 标准 ,也 还 一 直 随 着 科技 
和 时 代 的 进步 而 追逐 着 它 的 “精确 ” 呢 . 最 初 是 在 18 世纪 未 由 
法 国 创立 的 以 子午 线 四 千 万 分 之 一 为 单位 的 “ 米 原 器 ”; 1927 年 
改 为 国际 米 原 器 ,用 两 刻度 间距 离 来 定义 ;1960 年 改 为 用 氮 -86 
pane 年 则 改 为 以 真空 中 光速 不 变 原理 来 定 

现代 用 的 测 长 仪 一 般 是 测 长 干涉 仪 、 光栅 感应 同步 器 、 磁 
a tt 

显然 ,就 连 一 个 长 度 的 计量 标准 的 精确 性 也 是 个 没有 止境 
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“的 问题 . 

一 般 说 ,具体 到 每 一 台 计 量 仪器 ,在 出 厂 之 前 都 得 对 它 进 
行 “统计 测量 ”, 以 确定 出 它 的 精度 ， 便于 用 户 在 应 用 时 有 个 精 
确 的 标准 作为 依据 . 

pipe 不 过 这 个 标准 
一 般 来 自 心理 ,只 是 个 “心理 值 ? 罢 了 . 比如 ,乡间 集 市 上 柴 禾 买 
卖 中 常常 用 所 谓 “ 估 堆 ” 的 方式 即 认为 精确 了 ,但 在 买卖 粮食 时 
则 需要 秤 来 称 量 , 才 认 为 精确 . 特别 在 诸如 滋补 药材 海味 山 珍 
之 类 珍品 交易 中 ,更 要 用 所 谓 “ 战 ” 称 才 能 满足 其 心理 的 精 
度 了 . 

此 外 ,比如 对 于 一 个 企业 或 一 个 部 门 , 当 谈 到 其 经 营 状况 
或 运行 状况 时 ,其 精确 标准 一 般 来 自 收 支 ( 也 就 是 借贷 ) 平 衡 概 
念 ,或 其 引申 出 来 的 盈亏 说 法 . 当 说 到 发 展 问题 时 ,还 有 个 更 为 
明确 的 “比较 ”标准 , 那 就 是 以 前 一 年 或 前 一 (比较 ) 期 的 状态 作 
为 标准 . 比如 说 我 国 2006 年 GDP 增长 率 为 9.8%, 那 是 以 2005 
年 的 GDP 作为 比较 标准 的 . 

真 要 说 来 ,只 有 从 哲学 意义 上 来 说 的 才 是 “精确 ”, 而 且 还 
是 绝对 精确 . 这 是 因为 哲学 的 宗旨 是 认识 客观 世界 本 身 ,强调 
的 是 客观 实际 ,不 管 你 自身 的 能 力 如 何 ,都 要 致力 于 以 其 认识 
对 象 的 客观 存在 作为 标准 . 

但 是 这 谈何容易 . 哲学 上 的 那个 绝对 精确 不 过 是 个 镜 中 
花 . 水 中 月 ,是 捞 不 着 的 . 

由 此 足见 ,所 谓 数 量 的 精确 其 实 并 不 精确 ,原因 在 于 精确 
概念 本 身 就 不 “精确 ”, 它 只 是 个 相对 概念 而 已 . 
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这 一 来 也 就 回答 了 数量 的 精确 性 了 . 

其 实 与 其 说 是 数量 精确 ,不 如 说 是 数量 “准确 ”比如 说 3， 
已 就 不 是 2, 也 不 是 3. 1, 这 就 是 一 种 准确 . 再 如 说 这 一 袋 水 果 
多 ,就 不 如 具体 说 出 它 有 5. 5 斤 重 准确 . 至 于 说 到 精确 那 是 另 
一 回 事 , 另 一 个 概念 了 . 若 买 了 5. 5 斤 水 果 去 看 生病 的 室友 ,过 
后 在 向 室 主 任 汇报 时 ,说 买 了 5 斤 多 水 果 就 算是 精确 的 了 ,但 
可 会 计 科 报销 时 则 必须 说 5. 5 斤 才 算 精 确 呐 . 


6. 1.2 关于 度量 的 精确 


我 们 买 菜 时 ,卖家 拿 起 一 棵 白菜 一 称 ,二 斤 八 两 ,请 问 怎么 
来 理解 这 二 斤 八 两 ? 难道 真 的 是 二 斤 八 两 ,不 多 不 少 ? 

你 去 量 身高 1. 69 米 , 体 重 65 公斤 ,难道 真 的 就 是 那么 多 ? 

反 过 来 说 ,如 果 量 出 一 个 人 的 身高 为 1. 692 035 米 , 体 重 为 
65. 003 320 1 公斤 ,我 们 会 有 什么 反应 呢 ? 显然 只 能 感到 吃惊 、 
可 笑 . 噬 之 以 鼻 , 因 为 完全 没有 必要 ,也 不 相信 这 就 是 精确 . 

可 见 度量 的 精确 与 否 是 掌握 在 我 们 心里 的 …… 

再 问 , 数 数 也 是 一 种 度量 , 且 是 一 种 简单 的 度量 , 那么 数 数 
精确 吗 ? 

我 们 说 它 同样 不 精确 ,关键 是 它 的 单位 ( 量 纲 ) 不 可 能 精 
确 . 即使 说 同一 个 盘 里 有 五 个 苹果 也 不 可 能 是 五 个 “同样 ?的 苹 
果 , 这 时 候 说 它 有 五 个 苹果 实际 上 是 暗含 了 一 个 公理 作为 前 
提 , 那 就 是 以 五 个 苹果 的 “均值 ”作为 统一 的 标准 量 纲 . 

那么 ,苹果 真正 的 均值 能 得 到 吗 ? 显然 也 只 是 个 抽象 概念 . 只 
是 说 需要 的 时 候 可 以 去 作 ”“ 统 计 ” 一 一 又 一 层 的 近似 度量 罢了 . 
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6. 1.3 人 类 只 生活 在 有 理 数 集 上 


不 管 是 生活 中 遇 到 的 度量 实践 还 是 科技 活动 ,科学 实验 中 
遇 到 的 度量 实践 ,包括 直接 度量 和 导出 度量 ,只 要 形成 了 具体 
的 数 ,都 是 有 理 数 ,这 已 是 人 人 都 体会 到 的 事实 . 甚至 可 归结 成 
一 个 定律 

定律 ”人 类 只 生活 在 有 理 数 集 上 ， 

也 就 是 说 ,我 们 在 科技 生活 、 现 实生 活 中 用 到 的 数 ,实现 的 
数 ,都 是 有 理 数 . 

这 就 出 现 两 个 问题 ,要 么 是 实数 中 只 有 有 理 数 ,没有 别 的 数 
了 ;要 么 就 是 我 们 所 作 的 度量 不 精确 . 

可 是 我 们 在 度量 时 够 认真 的 了 , 够 “精确 ”的 了 | 

无 怪 当初 毕 达 哥 拉 斯 会 犯 有 理 数 错误 " 啊 ! 看 来 即使 是 
“绝顶 聪明 ”的 数学 家 在 那样 的 时 代 也 是 有 可 能 犯错 误 的 . 

其 实 ,这 在 还 没有 哪怕 只 是 认识 到 实数 成 分 构成 的 时 候 , 最 
容易 犯 的 错误 . 反 过 来 倒 应 该 说 ,在 那样 的 知识 背景 下 能 够 提出 
“有 理 数 猜 测 "已 经 是 聪明 的 表现 了 . 

那么 问 : 有 没有 “现代 的 有 理 数 猜测 ” 呢 ? 

人 类 可 以 生活 在 有 理 数 集 上 ,但 客观 世界 不 只 是 有 理 数 的 ， 
科学 不 只 是 有 理 数 的 ,因此 人 的 思维 不 应 该 只 停留 在 有 理 数 上 ， 


6. 1.4 关于 精确 的 几 则 故事 


1. 邮票 的 故事 
一 则 流传 甚 广 的 笑话 说 ,一 位 小 朋友 去 邮局 邮 信 ,邮政 员 称 
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量 后 说 ,你 的 信 超 重 了 ,还 要 贴 一 张 邮票 才 行 . 小 朋友 不 解 地 问 ， 
既然 已 经 超重 了 ,再 贴 一 张 邮票 不 更 重 了 吗 ? 弄 得 连 邮 政 员 都 
很 茫然 了 . 

一 般 认 为 好 笑 之 处 仅 在 于 小 朋友 不 知道 贴 邮票 的 意义 , 误 
以 为 只 是 个 加 重 邮政 叔 报 负担 的 问题 ,殊不知 邮政 叔叔 的 力气 
也 是 称 过 来 的 ,邮票 愈 多 他 的 力气 就 愈 大 . 

另 一 个 好 笑 之 处 在 于 ,这 位 小 朋友 的 精确 意识 太 强 了 . 他 不 
知道 一 张 一 般 的 邮票 仅 0. 1 一 0. 2 克 , 而 一 封 信件 的 基本 限量 是 
20 克 , 由 于 天 平 的 最 小 刻度 为 1 克 , 称 量 信件 的 误差 至 少 是 1 
克 , 所 以 区 区 一 张 邮票 重量 在 这 里 是 无 足 轻重 的 ,小 孩子 的 “ 计 
较 ” 是 没有 意义 的 ,是 幼稚 之 举 . 

可 是 ,还 真有 大 人 为 这 点 邮票 重量 较真 , 且 闹 到 法 律 上 去 了 
呢 . 据说 在 西方 某 个 国家 的 历史 上 就 曾 发 生 过 所 谓 “ 邮 票 法 案 ”， 
终于 用 法 律 条 款 的 形式 规定 下 来 ,“ 邮 票 重量 所 产生 的 费用 由 投 
寄 方 负担 ” 其 实 这 不 是 个 可 笑 的 事 , 倒 是 个 严肃 的 事 . 它 体现 了 
法 律 的 “精确 ”性 ,也 就 是 严格 性 . 

2. 蛋 的 故事 

生活 中 关于 蛋 的 富 言 、 俗 语 ,故事 不 少 ,诸如 鸡 飞 蛋 打 一 场 
空 ,鸡蛋 磁石 头 一 一 “ 硬 磁 硬 *, 危 如 楷 卵 ,鸡蛋 不 要 放 在 一 个 篮 
- 子 里 (组 合 投资 学 名 言 ), 哥 伦 布 立 蛋 的 故事 等 . 但 也 有 这 样 一 个 
关于 逻辑 “精确 ”性 的 故事 . z 

一 位 餐 者 刚 买 来 一 份 煎 蛋 ,一 看 有 他 爱 吃 的 同样 价格 的 蘑 
蛋 , 便 用 煎 蛋 前 去 换 了 一 份 蒸 蛋 吃 . 此 君 用 完 餐 后 便 要 起 身 离 
去 ,这 时 店家 提醒 他 还 没 给 蛋 钱 , 客 官 问 “什么 蛋 钱 ?” 店 家 :“ 一 
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份 蒸 蛋 的 钱 啦 ”, 客 官 :“ 蒜 蛋 是 我 拿 前 蛋 给 你 换 的 呀 !” 店 家 ;“ 可 
是 煎 蛋 你 没 给 钱 蚜 . " 客 官 :“ 这 前 蛋 我 不 是 没 吃 吗 ?” 弄 得 店家 一 
时 异 了 ,反倒 说 不 上 来 了 . 

3. 如 今 的 天 气 预 报 不 再 像 从 前 那样 , 仅 赁 观测 数据 加 简单 
计算 再 加 历史 对 比 和 经 验 综合 而 成 . 而 是 凭借 一 台 浩 大 而 先进 
的 计算 机 ,依赖 一 套 高 级 的 数学 模型 和 软件 独立 计算 、 评 估 而 
成 . 它 得 出 的 结论 是 什么 就 是 什么 ,有 时 候 就 算 凭 经 验 认 为 它 有 
错误 ,也 不 敢 修改 , 因为 它 是 科学 技术 ,是 算出 来 的 ,是 精确 的 ， 
只 能 相信 它 . 

但 这 一 来 有 时 候 就 会 出 现 诸如 “天 气 回报 >“ 天 气 谎报 ”之 
类 事件 (当然 ,一 般 只 是 笑话 ). 

这 种 笑话 实际 上 也 是 数学 的 “精确 ”性 产生 的 . 尽管 说 这 是 

预测 ,本 身 是 存在 概率 风险 的 . 

4. 课堂 考勤 不 可 能 每 次 上 课 都 进行 ,一 般 是 一 个 学 期 只 随 
机 抽查 几 次 ,可 老师 却 宣 布 , 几 次 抽查 中 都 缺席 者 取消 考试 资 
格 , 理 由 是 “根据 统计 科学 的 结论 ”你 完全 缺 课 . 但 显然 这 只 是 小 
样本 下 的 统计 结论 ,是 不 够 精确 的 . 可 是 这 里 也 采用 了 ,实际 上 
是 “认定 ”了 科学 的 威严 . 

但 这 一 来 可 能 就 有 人 倒 才 了. 的 
时 候 考勤 了 . 

在 这 样 的 数学 “精确 ”性 面前 ,只 能 表示 无 奈 了 . 

其 实 都 知道 ,数理 , 哲 是 相通 的 ,因而 哲学 的 “ 非 精确 ”性 与 
数学 的 “精确 ”性 之 间 是 有 个 交汇 域 的 ,那么 在 这 个 交汇 域 中 , 数 
学 的 精确 性 自然 会 表现 现 得 不 那么 完善 ,于 是 它 的 “自嘲 "机制 就 
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这 样 产生 了 . 
6. 1.5 所 谓 数 学 的 精确 性 


已 经 看 到 了 ,既然 人 类 只 生活 在 有 理 数 上 ,而 客观 世界 又 不 
只 是 有 理 数 的 , 哪 还 说 得 上 什么 精确 呢 ? 反 过 来 说 ,如 果 在 这 种 
背景 下 来 理解 数学 的 精确 又 应 该 是 什么 含义 呢 ? 

显然 ,数学 的 精确 应 该 分 作 两 类 , 一 类 是 指数 量 的 精确 , 另 
一 类 是 指 逻 辑 的 精确 . 业已 表明 前 者 一 一 数量 的 精确 是 个 相对 
概念 . 不 过 作为 后 者 一 一 逻辑 的 精确 仍然 是 个 相对 概念 . 

在 数学 中 特别 是 纯 数学 或 叫 基础 数学 中 ,基本 上 涉及 的 都 
是 逻辑 推理 ,其 推理 的 形式 也 是 文字 符号 和 符号 语句 表示 的 变 
数 , 极 少 直接 运用 数量 ,更 少 涉及 度量 的 情形 . 因而 它们 更 多 涉 
及 的 是 逻辑 的 精确 性 . 

在 应 用 数学 中 ,可 说 数量 的 精确 和 逻辑 的 精确 都 涉及 的 较 
多 ,具体 是 愈 靠近 应 用 基础 者 涉及 逻辑 精确 的 愈 多 , 愈 靠近 应 用 
实践 者 涉及 数量 精确 的 愈 多 . 

总 之 ,这 就 说 到 了 数学 的 逻辑 精确 性 问题 . 

逻辑 精确 的 相对 性 主要 表现 在 逻辑 推理 的 形式 ,或 说 其 模 
型 的 构成 是 有 前 提 条 件 的 ,这 就 是 公理 前 提 或 叫 公 理 条 件 . 

公理 的 稍 有 改变 都 将 引起 推理 过 程 和 结论 的 改变 ,所 以 逻 
辑 的 精确 性 也 不 是 绝对 的 . 

总 之 ,人 们 在 赞美 数学 精确 性 的 同时 必须 看 到 ,所 谓 数学 的 
精确 性 不 是 绝对 的 ,只 能 是 相对 的 . 
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6.2 ”数学 高 塔 尚 待 建 地 基 * 


数学 , 自 19 世纪 下 半 叶 以 来 自然 地 分 化 成 了 应 用 数学 和 基 
础 数学 两 大 范畴 . 在 今天 尽管 应 用 数学 已 得 到 充足 发 展 ,但 也 不 
能 不 承认 ,整个 数学 的 主体 还 是 纯 数学 ,也 就 是 基础 数学 . 而 19 
世纪 末 以 来 纯 数学 都 以 “建立 自己 的 数学 “象牙 塔 ?” 而 自豪 , 作 
为 所 有 关心 数学 的 人 ,无 不 同 声 祈 愿 数学 “象牙 塔 ? 工 程 一 一 人 
类 这 座 ` 巴比伦 通天 塔 ?的 顺利 平安 . 

那么 在 这 样 的 时 候 , 我 们 却 要 说 ,数学 这 座高 塔 连 地 基 都 还 
没有 找到 哩 . 这 不 能 不 说 是 数学 的 又 一 大 “自嘲 ”了 . 

不 过 ,我 们 也 不 必 过 分 吃惊 . 原来 几乎 所 有 理论 科学 都 是 如 
此 . 这 也 是 当年 马克 思 所 说 ,“ 科 学 家 和 其 他 建筑 师 不 同 ,他 不 仅 画 
出 空中 楼 阁 , 而 且 在 打下 地 基 之 前 就 造 起 了 大 厦 的 各 层 居 室 ”. 

的 确 如 此 ,比如 物理 学 、 生 物 学 是 迟 于 19 世纪 末 20 世纪 初 
才 进入 到 自己 的 理论 基础 发 掘 阶段 的 . 即使 是 数学 这 个 发 展 了 
几 生年, 备 受 人 类 尊崇 的 ,并 被 认为 已 经 是 很 基础 的 科学 ,也 是 
在 20 世纪 初 才 进 入 到 自己 的 地 基 工 程 阶段 . 

本 站 通过 对 它 的 “自嘲 ?可 进一步 体会 到 ,科学 特别 是 数学 
这 样 的 理论 基础 门类 ,其 精确 性 、 严 密 性 是 怎样 表现 出 来 的 ,应 
该 表现 在 哪里 . 


6. 2.1 数学 至 今 连 实数 都 没 认 清 


似 也 和 奇怪 ,比如 如 此 发 达 的 医学 至 今 还 制服 不 了 区 区 感冒 ; 
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如 此 高 深 的 数学 至 今 连 个 实数 也 未 弄 清 . 科学 也 够 自嘲 的 了 . 

: 其 实 第 一 章 已 经 知道 ,数学 从 来 都 是 在 围绕 着 实数 认识 而 
发 展 起 来 的 ,可 以 说 数学 史 就 是 个 实数 认识 史 . 从 四 则 算数 认识 
到 了 有 理 数 ,直到 八 则 算数 认识 到 了 无 理 数 ; 从 代数 学 认识 到 了 
代数 数 , 直 到 x、e、sin 1、cos 1 等 认识 到 了 超越 数 . 既是 在 实 轴 
(实数 集 ) 上 的 运算 ,也 是 对 实数 的 认识 . 

同时 还 从 测度 论 角度 得 知 ,有 理 数 集 比较 起 无 理 数 集 来 ,无 
理 数 要 多 得 多 . 实则 有 理 数 集 的 测度 为 0, 而 无 理 数 集 的 测度 却 
为 所 谓 “ 全 测度 ” 呐 . 

其 实 这 本 身 就 是 个 十 分 发 人 深 省 的 现象 .试想 (直观 看 来 ) 
整个 实 轴 不 已 经 被 有 理 数 集 “ 充 分 ”地 占 满 了 吗 , 哪 还 容 得 下 无 
理 数 的 什么 位 置 ? 更 何况 还 说 “无 理 数 所 占 空间 才 是 主要 
的 ” 哩 ? 

也 的 确 ,就 在 对 无 理 数 概念 的 接受 ,特别 是 对 无 理 数 集 的 
“全 测度 ”结论 的 接受 上 ,数学 界 也 是 长 期 未 能 得 到 顺畅 通行 的 
即使 在 数学 名 家 中 ,比如 直到 17 世纪 也 还 有 牛顿 对 无 理 数 想 不 
通 ,19 世纪 还 有 克 洛 内 克 、 庞 卡 莱 对 无 理 数 想 不 通 ,20 世纪 还 有 
布 劳 威 尔 等 也 对 无 理 数 想 不 通 . 甚至 曾 产生 过 不 少 争辩 ,先后 有 
不 少 人 表示 过 来 自 多 种 角度 的 怀疑 . 可 见 今天 的 无 理 数 名 不 虚 
传 ,在 历史 上 还 真 的 长 期 处 于 “无 理 ” 状 态 呢 . 

为 说 明 无 理 数 结构 在 实数 结构 中 的 关键 地 位 ,这 里 冒昧 举 
出 一 个 有 助 于 说 明 问 题 的 鲜 活 实例 . 最 近 笔 者 再 次 收 到 一 份 来 
自 一 位 非 数学 界 人 士 的 手稿 ,要 我 们 给 提 提 意见 . 文中 对 实数 集 
做 了 这 样 的 处 理 , 赋 予 了 每 个 无 理 数 一 个 所 谓 “ 真 无 穷 小 ” 邻 域 ， 
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并 且 视 此 真 无 穷 小 邻 域 为 基本 单元 ,不 再 管 它 的 结构 了 . 这 一 来 
实数 ( 亦 即 实 轴 ) 的 结构 也 就 很 容易 地 被 “ 弄 清楚 了. 甚至 还 能 
宣布 康 托 连续 统 猜测 .公理 集合 论 等 都 是 故弄玄虚 ,没有 必要 的 
事 了 .…… 事 实 上 他 是 没有 看 到 一 切 问题 的 关键 就 在 于 那个 被 他 
忽视 了 的 “ 真 无 穷 小 ”的 结构 ,也 就 是 无 理 数 集 的 结构 . 其 实 这 位 
非 数 学 界 朋 友 的 思维 水 平 已 经 接近 百 多 年 前 数学 的 前 沿 水 平 
了 ,遗憾 的 是 在 现代 看 来 , 即 显 出 思维 层次 的 不 够 了 . 

总 之 ,现在 终于 可 以 说 了 ,原来 无 理 数 中 隐藏 的 问题 是 非 同 
小 可 的 ,历史 上 未 能 得 到 解决 ,甚至 说 未 能 得 到 (历史 的 ) 正视 ， 
那 只 是 时 代 未 成 熟 的 表现 . 也 因此 才 有 后 来 从 另 一 角度 重新 爆 
发 出 这 一 实质 问题 的 伟大 事实 ， 

19 世纪 末 20 世纪 初 , 对 实数 的 认识 进入 到 了 一 个 新 的 阶 
段 一 一 实数 的 集合 论 认 识 阶段 . 


6. 2. 2 ”实数 认识 进入 康 托 集合 论 时 其 


已 知 , 康 托 集合 论 使 数学 知道 了 数学 最 为 基本 的 对 象 是 “ 集 
合 ” 也 使 数学 知道 了 ,数学 最 为 基本 的 关系 是 “ 序 ”. 

在 康 托 集合 论 下 , 康 托 把 可 数 无 穷 集 归于 一 个 类 ,叫做 可 数 
集 类 ,证 明 任 一 有 限 维 欧 几 里 得 空间 的 有 理 数 集 都 是 可 数 的 , 皆 
属于 可 数 集 类 . 继而 推广 集合 元 素 “ 个 数 ” 的 概念 ,提出 一 个 “ 势 ” 
概念 . 指出 可 数 集 类 中 任 一 可 数 集 的 “ 势 " 都 是 相等 的 , 且 箔 与 自 
然 数 集 能 够 产生 一 一 对 应 ,因而 它们 是 同 势 的 , 记 其 势 为 No. 

进一步 , 康 托 参照 有 理 数 集 的 测度 为 0, 无理 数 集 的 则 为 全 
测度 这 一 结论 ,提出 无 理 数 集 具 有 不 可 数 性 ,也 就 是 实 轴 连 续 统 


* 207 。 


数学 思想 赏析 


具有 不 可 数 性 , 记 其 势 为 ,这 就 自然 产生 了 一 个 Ne。 与 N 之 间 的 
比较 关系 问题 ,也 就 产生 了 系列 有 名 的 康 托 连续 统 猜 测 问题 . 
我 们 说 , 正 是 借 此 ,数学 又 从 集合 论 角度 再 次 切入 到 无 理 数 
集 的 结构 问题 了 . 这 次 可 不 是 擦 肩 而 过 ,而 是 正面 迎 着 问题 上 
了 . 也 是 时 代 进 展 已 经 到 了 这 一 步 的 表现 
特别 地 , 正 是 在 此 探索 .证 明 连 续 统 猜 测 , 以 揭示 实数 集结 
构 实质 的 过 程 中 ,一 系列 的 集合 论 悖 论 相继 发 生 了 . 


6. 2. 3 ”数学 悖 论 揭示 出 数学 的 根基 问题 


有 人 说 , 悖 论 是 上 帝 玩 的 魔术 , 它 总 爱 让 这 些 只 生活 在 形式 
逻辑 范畴 内 的 凡人 们 摸 不 着 “头脑 ”. 即使 在 数学 上 也 是 这 样 ,其 
至 在 数学 中 这 一 “魔术 ”还 玩 得 更 加 频繁 . 可 以 说 数学 发 展 史 就 
是 沿 着 悖 论 的 脚印 一 步 步 走 过 来 的 . 

已 谈 及 ,在 康 托 集合 论 系列 悖 论 中 ,核心 问题 就 出 在 “集合 
的 集合 ?这 一 结构 关系 上 

比如 ,罗素 悖 论说 , “一 切 不 属于 自己 的 集合 的 集合 是 无 所 
通 从 的 ”, 从 数学 角度 说 , 即 : 设 X= {zx|x gz , 则 zxEXSz 
4 X 都 将 产生 矛盾 (赏析 二 中 已 谈 及 罗素 悖 论 , 那 是 罗素 改编 成 
的 普及 形式 “理发 师 悖 论 ”). : 

这 一 悖 论 的 发 生 , 向 数学 提出 了 一 个 严峻 问题 , 那 就 是 “ 数 
学 的 根基 何在 ?” 也 就 是 说 至 此 所 考虑 的 无 穷 集 .不 可 数 集 ,仍然 
不 是 完全 的 ,仍然 存在 当前 (至 少 是 既 有 ) 数 学 无 法 考虑 进去 的 
纶 漏 , 致 使 数学 不 得 不 再 走 “ 公 理化 ”道路 ,回避 掉 那 些 目前 还 处 
理 不 了 的 成 分 ,把 它们 作为 前 提 条 件 承认 下 来 . 这 就 是 公理 集合 
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论 的 背景 . 

可 是 ,在 公理 集合 论 中 半 个 多 世纪 来 ,仍然 未 能 走出 一 条 路 
子 , 就 连 要 建立 一 个 “公理 体系 ”也 很 难 建成 ,比如 其 中 所 谓 
“ZFC 理论 ” 即 是 如 此 . 经 过 半 个 多 世纪 的 折腾 ,至 今 就 连 这 一 公 
理 体系 中 第 九 公理 的 “独立 性 ”也 还 没有 理 出 个 头绪 来 ,时 而 证 
明 第 九 公理 与 其 他 公理 独立 ,时 而 证 明 它 与 其 他 公理 不 独立 , 弄 
得 越 来 越 糊涂 似 的 . 

总 之 ,虽然 从 数学 的 玄妙 ,深刻 性 来 看 ,不 能 不 承认 数学 的 
高 塔 既 高 且 深 . 但 也 不 能 不 承认 数学 至 今 别 说 完善 其 基础 ,就 连 
它 的 根基 ,基底 在 哪里 也 还 没有 找 着 似 的 . 真 够 “自嘲 ”的 了 . 


6. 3 ”也 说 数学 是 猜 出 来 的 


在 越 来 越 赞 美 数学 最 为 精确 、 最 为 严谨 的 20 世纪 50 年 代 ， 
当世 界 著 名 数学 教育 家 G。， 波 利 亚 喊 出 “数学 是 猜 出 来 的 ”时 ， 
却 立即 引起 了 全 世界 数学 家 的 共鸣 ,得 到 了 世界 的 赞同 ,这 是 为 
什么 呢 ? 可 谓 数学 的 又 一 个 “自嘲 ”事实 了 吧 ? 

G。 波 利 亚 (1887 一 1985) 出 生 于 匈牙利 ,后 定居 美国 ,长 期 
执教 于 斯 坦 福 大 学 , 任 数 学 教授 ,二 战 后 出 版 了 系列 数学 教育 专 
著 , 因 此 享誉 世界 . 其 中 《数学 与 猜想 》 的 序言 中 写 道 ,“ 严 格 地 
说 ,除数 学 和 论证 逻辑 外 ,我 们 所 有 的 知识 都 是 由 一 些 猜 想 所 构 
成 的 ……”( 见 《数学 与 猜想 》(1、2 卷 ), 李 心 灿 等 译 , 科 学 出 版 社 
出 版 ,2001 年 ). 

此 话 被 人 们 形象 .鲜明 地 总 结 为 : 数学 是 猜 出 来 的 ” 
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以 此 为 人 们 津津 乐 道 . 那么 要 问 :为 什么 世界 数学 对 此 结论 
能 有 如 此 鲜明 而 似 显 ^ 过 激 ” 的 响应 和 反应 昵 ? 看 来 这 不 是 一 种 
目 嘲 ,倒是 一 种 对 客观 规律 和 客观 实在 的 认同 和 共识 . 

根据 波 利 亚 的 理论 ,这 里 可 以 归结 为 如 下 三 个 方面 来 诉说 . 


6. 3. 1 合 情 推理 与 猜想 


经 验 充分 表明 ,数学 不 管 是 其 历史 发 展 途径 还 是 一 项 成 果 
的 形成 过 程 ,都 是 从 不 精确 过 渡 到 精确 , 从 不 严密 过 渡 到 严密 
的 . 这 个 “不 精确 ”“ 不 严密 ”的 阶段 , 波 利 亚 叫 它 做 “ 合 情 推 理 ” 
阶段 ， . 

波 利 亚 更 以 充分 的 范例 分 析 指 出 , 合 情 推理 在 数学 过 程 中 
是 更 为 重要 的 . 

正如 6.1.4 ee 
确 ” 性 存在 模糊 过 渡 和 交汇 域 . 那么 合 情 推理 正 是 在 这 一 交汇 
域 上 表现 出 的 特征 . 

特别 地 , 合 情 推 理 也 是 数学 创造 能 力 的 体现 

所 谓 合 情 推理 ,简单 说 来 就 是 一 个 在 不 太 充分 的 事实 启发 
下 提出 一 个 猜想 ,再 经 一 个 不 太 充分 的 推理 手段 运作 而 使 其 思 
想 或 猜测 事实 得 到 进一步 巩固 的 过 程 . 

也 就 是 说 ,一 个 合 情 推理 过 程 的 根本 就 是 为 着 一 个 “狂想 
的 由 暗 变 明 由 模糊 变 清晰 ,由 信心 不 足 变 得 信心 十 足 的 过 程 
牛顿 又 曾 说 过 ,“ 没 有 大 胆 的 猜想 ,就 做 不 出 伟大 的 发 现 . ” 

流利 亚 也 说 ,要 想 成 为 一 个 好 的 数学 ee 你 必须 是 一 个 
好 的 猜想 家 . ” 
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看 来 猜想 确实 十 分 重要 . 

思辨 分 析 易 知 , 在 数学 开发 过 程 中 为 了 这 个 “猜想 ”, 可 分 成 
提出 猜想 .巩固 猜想 .实现 猜想 这 样 三 个 阶段 . 那么 前 两 个 阶段 
即 是 合 情 推理 阶段 ,后 一 个 阶段 则 是 数学 的 精确 推理 过 程 . 下 面 
着 重 讨论 一 下 合 情 推理 (又 叫 猜想 7 的 两 个 阶段 . 


6.3.2 猜想 的 提出 :归纳 


归纳 ,又 叫做 猜想 的 形成 , 它 是 合 情 推理 的 发 端 . 

首先 应 该 承认 , 归纳 是 个 十 分 复杂 的 问题 ,也 是 个 十 分 深 
刻 , 精 妙 ` 有 趣 的 问题 . 

只 有 警觉 到 归纳 的 复杂 性 和 深刻 性 , 才 可 能 说 得 上 去 承认 
这 里 有 个 精神 层次 上 的 问题 ,比如 灵感 感悟 、 省 悟 、 领 司 等 . 

直观 说 来 这 就 是 个 启发 .归纳 ,提升 、 领 会 问题 . 特别 是 其 中 
“归纳 ”一 词 ,已 经 成 为 流行 说 法 了 .， 

所 谓 归纳 就 是 综观 一 些 事 实 、 事 例 和 现象 ,使 脑子 里 升华 出 
一 个 想法 来 的 一 种 精神 现象 . 这 里 一 定 要 强调 “升华 ”这 个 提升 
的 实质 , 它 绝 不 是 在 同一 个 平面 \ 同 一 个 层次 上 来 说 的 . 它 是 一 
种 创造 创新 , 它 能 够 产生 由 点 到 面 \ 由 表 及 里 、 由 现象 到 本 质 的 
质变 . 但 这 必须 通过 (或 最 终 是 通过 ) 人 的 大 脑 和 精神 的 作用 才 
有 可 能 . 

比如 可 以 说 几乎 所 有 数论 问题 的 提出 都 是 “归纳 ”出 来 的 . 
比如 已 知 数论 三 大 世界 难题 之 一 的 费 马 猜想 :不 定 方程 x 十 y" 
一 xz ,n>2,nEN( 自 然 数 ) 没 有 整数 解 . 不 难 想象 1637 年 当 
费 马 提出 这 一 猜想 时 义 股 定理 早已 于 毕 达 哥 拉 斯 时 期 得 到 , 想 
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必 他 是 发 现 除 了 n 二 2 有 大 量 的 勾 股 解 外 ,比如 n= 3,4 时 未 找 
到 解 , 便 一 下 子 产生 了 如 此 一 般 猜 想 的 (已 谈 及 ,此 猜想 在 1994 
年 已 为 A。 怀 尔 斯 解决 . ) 

又 如 ,我 国 数学 家 徐 利 治 (1920 一 ) 在 20 世纪 80 年 代 初 ,一 
个 偶然 机 会 对 既 知 的 离散 数学 反 演 公式 和 解析 数学 反 演 公式 产 
生 了 一 个 “归纳 ”性 猜想 ,提出 二 者 之 间 可 能 是 统一 的 或 说 它们 
具有 内 在 联系 . 经 过 合 情 推理 阶段 的 思考 巩固 了 猜测 .树立 了 信 
心 , 进 而 致力 于 对 这 一 猜想 的 证 明 . 终于 在 两 年 后 用 “ 非 标准 分 
析 ” 工 具 完 成 了 这 一 工作 ,证 明了 这 一 猜想 的 正确 性 , 

显然 ,这 里 所 论 归纳 不 同 于 数学 实证 中 的 “归纳 法 ”. 尽管 我 
们 这 里 也 是 在 谈 数学 ,但 前 者 是 含 哲 学 意义 的 ,后 者 才 是 数学 内 
的 , 属 典型 的 数学 内 容 . 具体 说 来 在 归纳 法 中 ,提出 问题 (提出 猜 
想 ) 和 正式 证 明 的 前 两 步 (检验 z 一 1,2 成 立 ; 设 n= 二 k 一 1 成 立 ) 
都 是 属于 上 述 “ 归纳” 内 容 的 ,只 有 证 明 n= 这 一 步 才 是 纯 数 


学 的 . 
6. 3.3 ”猜想 的 巩固 :类 比 


在 一 个 猜想 提出 之 后 ,思想 必然 处 于 兴奋 状态 ,这 时 一 个 通 
第 的 表现 是 会 马不停蹄 地 立即 致力 于 去 证 明 自己 的 结论 (注意 
到 猜想 的 核心 形式 是 一 个 结论 ,或 完整 地 说 是 一 个 命题 .定理 )， 
当然 往往 不 是 一 下 就 可 以 得 到 证 明 的 ,否则 这 一 猜想 一 定 是 很 
初等 的 ,或 说 是 低层 次 的 ,这 不 必 说 了 . 

总 之 ,在 刚刚 提出 猜想 时 的 非 严格 “证 明 ” 阶 段 , 有 一 个 十 分 
重要 的 行为 特征 , 波 利 亚 叫 它 做 “类 比 ”. 
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类 比 是 用 同类 事例 去 对 自己 的 猜想 作 “ 例 证 ”. 尽管 在 一 般 

条 件 下 用 “举例 ”的 方法 是 不 能 证 明 一 个 数学 命题 的 . 但 也 不 可 
言 , 成 功 地 举例 是 可 以 增 近 ( 或 明晰 ) 我 们 对 自己 猜想 的 信心 

的 . 因此 类 比 也 成 为 合 情 推理 的 一 个 重要 阶段 

比如 当年 阿 基 米 德 发 现 浮 体 定律 的 故事 即 属 一 个 典型 的 
“类 比 ”事例 . 当 他 脑子 里 担负 着 测量 皇冠 中 黄金 纯度 的 任务 时 ， 
“ 盆 浴 溢 水 现象 * 这 个 平常 生活 中 见 惯 不 惊 的 东西 立即 引起 了 阿 
基 米 德 的 思想 升华 . 这 就 是 “类 比 ” 这 一 心理 行为 的 自然 表现 . 

又 如 ,不 难 想象 ,当初 欧 拉 给 出 关于 正弦 函数 sin x 的 “ 欧 拉 
公式 ” 
zz(0- 下 (0- 乱 )4- 草 ) 
是 因为 他 联想 到 多 项 式 分 解 出 的 因 式 对 应 着 多 项 式 的 根 ,而 
sinz 是 一 个 无 穷 多 项 式 


sin 工 一 工 一 高 如 十 击 攻 一 … 


31 
而 且 sinz 在 x 轴 上 有 无 穷 多 个 0 点 (无 穷 多 个 根 ), 是 否 可 以 把 
每 个 根 特别 是 正 负 根 对 偶 地 纳入 因 式 关系 昵 ?9 于 是 思路 打开 
了 ,成 果 即 指日可待 了 . 这 应 该 是 “类 比 ” 产 生 创造 的 一 个 实例 . 
特别 地 ,可 以 说 后 来 高 斯 的 高 次 代数 方程 基本 定理 和 克朗 内 克 
的 多 项 式 因 式 分 解 定 理 , 不 能 说 没有 受到 欧 拉 乘 积 公式 的 “类 
比 ” 思 想 影 响 . 


6. 3. 4 数学 也 是 想 出 来 的 


的 确 , 数 学 不 仅 需 要 猜 ,需要 合 情 推 理 ,也 需要 充分 调动 思 
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维 能 力 去 想 ,甚至 不 惜 * 想 入 非 非 >“ 冥 思 苦 想 ” 当年 哈密 尔 顿 
为 一 个 乘积 式 不 满足 交换 律 的 问题 苦 苦 思 索 了 15 年 ,终于 在 一 
天 晚饭 后 的 散步 中 帘 然 开朗 :不 满足 交换 律 就 不 满足 交换 律 嘛 ， 
这 不 就 是 该 乘积 关系 的 一 个 性 质 吗 ? 于 是 问题 即 以 不 解决 的 方 
式 解 决 了 (不 过 那 也 是 一 次 思想 升华 啊 ). 这 是 “ 想 ” 出 数学 来 的 
一 个 典型 范例 . 

又 如 第 卡尔 于 1619 年 11 月 10 日 晚上 一 连 做 了 三 个 关于 
解析 几何 的 祥 梦 , 因而 这 一 天 被 后 人 誉 为 解析 几何 学 的 生日 ; 洛 
蒙 素 夫 在 梦 中 解决 世界 难题 ( 醒 来 后 还 画 出 了 梦 中 点 拨 他 的 高 
人 ,酷似 对 数 发 明 人 内 庇 尔 ,如 今 此 画 还 存放 在 普希金 博物 馆 
里 ) ,等 等 . 出 于 忧 则 生 梦 , 苦 思 则 梦 原理 ,这 些 都 应 该 是 “ 想 ? 出 
数学 来 的 例子 . 

已 故 中 国 数学 会 名 誉 会 长 .院士 柯 召 (1910 一 2002) 教 诲 学 
生 要 善于 运用 “三 上 ”一 路上、 出 上 ,床上 的 时 间 思 考 问题 . 项 
此 在 “文化 大 革命 ”期 间 受 到 的 批判 中 ,这 也 成 了 被 批判 内 容 
之 一 . 

还 记得 一 位 数学 人 年 少时 在 其 家 乡 念 初中 ,只 能 到 田 边 洗 
衣服 ,因此 常 在 去 洗衣 的 田 坎 路 上 画 出 待 解 的 问题 或 几何 图 ,并 
写 上 “拦路 虎 ” 三 字 , 逼 着 自己 去 想 , 而且 在 回来 之 前 必须 想 通 ， 

否则 不 准 通过 . 

此 外 ,数学 还 需要 拼凑 . 别 以 为 文献 中 语言 光 顺 、 逻 辑 亨通 ， 
显得 作者 十 分 神 笔 ,一 气 呵 成 似 的 ,其 实 他 们 的 草稿 纸 比 稿子 多 
得 多 . 

每 个 优秀 的 模型 ,合理 的 公式 ,有 效 的 结论 ,往往 都 不 是 一 
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气 呵 成 ,都 是 要 经 过 反复 修改 的 ,因此 也 可 以 说 是 拼凑 而 来 的 . 
其 实 ,数学 哲学 中 三 大 流派 之 一 的 “直觉 主义 ”主张 数学 应 
该 是 能 够 实现 的 能够 构造 出 来 的 ,说 穿 了 就 是 要 能 拼凑 出 来 . 
作为 一 大 流派 其 影响 一 直 都 是 很 大 的 . 
可 见 ,数学 也 是 拼凑 出 来 的 . 


6. 3.5 ”猜想 的 实现 :实证 


作为 数学 活动 中 最 具 创 造 性 也 是 最 为 活跃 .最 难 把 握 的 阶 
段 固然 是 上 述 合 情 推 理 阶段 ,也 就 是 猜想 .猜测 .归纳 .类 比 过 
程 ,但 毕竟 数学 成 果 的 最 终 获得 还 得 靠 严 格 的 实证 过 程 . 这 里 
“实证 ”一 词 的 含义 ,在 工程 科学 中 系 指 技术 地 实现 ,在 自然 科学 
中 系 指 实验 的 获得 ,在 数学 中 系 指 逻 辑 地 证 明 . 

一 个 数学 猜想 的 实证 过 程 是 个 严格 的 形式 演绎 和 逻辑 推理 
过 程 . 一 般 说 来 这 才 是 数学 课本 中 、 数 学 课堂 上 正式 记载 的 . 因 
此 ,相对 来 说 一 个 猜想 的 实证 推演、 演绎 倒是 比较 容易 掌握 的 . 

可 是 通常 所 谓 数学 玄 .数学 难 ,数学 精确 .严谨 以 及 引起 人 
们 对 数学 产生 畏惧 感 的 恰好 是 这 个 推演 ,演绎 过 程 , 怎么 解 
释 呢 ? 

我 们 说 ,一 方面 正如 所 述 , 数 学 书本 记载 的 一 项 项 内 容 都 是 
一 代 代 先 人 们 分 别 经 历 了 归纳 ,类 比 、 实 证 过 程 后 ,得 到 的 一 项 
项 成 果 , 再 经 几 千年 的 锤炼 .累积 ,沉淀 而 成 . 其 中 包含 了 种 种 技 
巧 、 创 造 和 精妙 的 思想 ,要 求 我 们 在 十 分 有 限 的 几 百 个 学 时 内 来 
掌握 它 ,尽管 相信 今天 的 我 们 智商 和 接受 能 力 都 有 所 提高 ,毕竟 
还 是 有 困难 的 . 这 是 必须 承认 的 ,不 能 认为 是 我 们 笨 , 而 是 时 间 
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给 我 们 的 任务 太 重 . 

但 是 ,站 在 客观 位 置 来 说 或 站 在 数学 需要 创新 、 需 要 继续 进 
步 的 角度 来 说 ,仍然 得 承认 :演绎 推理 能 力 固然 重 要 ,而 合 情 推 
理 能 力 的 培养 更 为 重要 . 

诡 贝 尔 奖 得 主 , 美 籍 华裔 学 者 杨振宁 教授 说 过 ,他 在 中 国学 
的 是 演绎 ,在 西方 学 的 是 归纳 . 当然 我 们 不 能 作 绝 对 的 理解 , 那 
只 是 说 中 国 的 特色 是 更 注重 逻辑 演绎 和 推算 这 种 相对 说 来 比较 
模式 化 的 .书本 化 的 能 力 培养 ,而 西方 则 更 注重 归纳 ( 合 情 推 理 ) 
类 比 这 种 更 具 创 新 性 、 创 造 性 的 能 力 培养 . 

总 之 ,这 里 似乎 又 是 一 个 数学 的 自嘲 ”了 . 本 来 具有 严谨 
性 ,精确 性 的 数学 ,其 严谨 性 、 精 确 性 反倒 不 是 最 重 , 倒 让 合 情 推 
理 , 猜 想 、 归 纳 、 类 比 成 为 最 重 了 . 

可 是 ,这 的 确 也 是 应 该 . 


6. 4 ”数学 教育 的 困惑 


教育 ,从 古代 的 民间 自发 产生 ,近代 的 政府 参与 促进 ,到 现 
代 的 教育 理念 革新 ,一 直 走 着 一 条 上 升 之 路 . 

教育 ,各 个 国家 和 民族 都 有 着 自己 的 教育 家 和 学 派 ,特别 是 
古老 民族 的 教育 成 了 它们 文化 传承 的 核心 力量 . : 

特别 自 上 世纪 60 年 代 诺 贝尔 奖 得 主 舒 尔 茨 、 刘 易 斯 等 提出 
教育 的 预 投 资 理论 、 人 力 资源 理论 以 来 ,掀起 了 一 场 深刻 的 教育 
理念 革命 . 

如 今 教 育 已 发 展 成 为 一 门 宏大 的 科学 ,普通 教育 、 职 业 教 
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育 ,终身 教育 ;精英 教育 .大 众 教育 ;教育 学 ,教学 学 等 层出不穷 
规模 越 来 越 大 、 层 次 越 来 越 多 ,概念 越 来 越 细 

在 今天 ,全 世界 政治 家 无 不 认识 到 “教育 兴 则 国 兴 , 教 育 训 
则 国 衰 ” 的 真理 / 

教育 ,对 于 每 个 人 来 说 , 谁 不 希望 自己 学 业 有 成 ? 谁 不 希望 
目 己 的 孩子 学 业 有 成 ? 

但 是 ,效果 怎么 样 呢 ? 教育 送 人 心愿 了 吗 ? 

不 能 不 说 几 千年 来 教育 一 直 在 折腾 着 ,如 今 更 感到 愈 来 念 
困惑 和 迷 帆 . 

那么 ,这 是 不 是 对 教育 的 又 一 个 “自嘲 ” 呢 ? 教育 的 出 路 
何在 ? 

原来 本 质 在 于 教育 是 “教练 ", 教 育 是 外 因 ,“ 外 因 是 条 件 ,内 
因 才 是 根据 ,教育 者 不 可 能 替代 被 教育 者 的 劳动 . 知识 的 传授 
不 是 物质 的 馈赠 ,而 是 要 在 被 教育 者 脑子 里 去 诱发 .重生 . 

这 一 根本 机 制 决定 了 教育 是 用 外 因 去 改变 内 因 , 只 能 是 “ 隔 
靳 抬 痒 ”, 但 是 还 不 能 不 这 样 去 做 ,哪怕 是 事倍功半 也 得 去 做 ,还 
得 努力 去 做 

特别 地 ,一 般 教育 既然 如 此 ,我 们 这 里 所 要 考虑 的 数学 教育 
那 就 更 十 说 了 . 下 面 即 着 重 就 数学 教育 问题 谈 谈 它 的 < 自嘲， 
之 难 


6.4.1 数学 教育 的 折腾 


个 用 次 ,人 们 对 数学 教育 的 期 望 值 是 高 的 , 企 望 着 数学 能 有 
个 大 的 突破 ,好 让 数学 变 得 不 那么 神秘 ,好 学 一 些 . 的 确 , 一 代 代 
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数学 教育 工作 者 也 都 做 着 这 同一 个 梦 ,不 过 其 成 效 之 微 是 有 目 
共 睹 、 可 想 而 知 的 . 但 有 一 点 值得 肯定 , 那 就 是 历来 在 著名 教育 
家 中 ,数学 教育 家 所 占 比重 都 是 很 大 的 . 比如 从 我 国 的 数学 老 院 
十 到 世界 的 沃 尔 夫 奖 得 主 , 亦 可 看 出 ,他 们 大 多 数 晚年 来 都 热心 
教育 ,特别 是 数学 教育 . 说 明 数学 家 中 对 数学 教育 重视 的 人 是 很 
多 的 . : 

此 外 ,数学 教育 的 学 派 也 是 很 多 的 ,有 名 的 如 法 国 的 布尔 巴 
基 学 派 ,苏联 的 基 洛 夫 学 派 ,美国 的 波 利 亚 学 派 以 及 平面 几何 改 
革 派 等 

数学 教育 的 任务 是 把 既 有 的 数学 知识 整理 出 来 传授 给 学 
生 , 它 的 重心 是 教 .是 传授 ,因而 主要 是 从 教材 内 容 的 取 售 ,编撰 
和 教学 方法 、 教学 艺术 的 探索 上 去 下 工夫 . 

当然 ,出 于 教育 的 “外 因 ” 原 理 ,尽管 数学 家 十 分 自信 自己 的 
聪明 度 ,数学 教育 仍然 摆脱 不 了 与 一 般 教育 的 相同 命运 一 — 课 
堂 效 果 总 是 不 理想 、 不 尽 人 意 . 

数学 教育 始终 在 释 迷 、 解 惑 .开奖 上 折腾 着 . 

不 过 ,数学 教育 从 来 也 没有 停息 过 ,哪怕 只 是 “ 蜗 步 ” 式 的 前 
进 ,也 包括 对 突破 其 “自嘲 ”窘境 的 探索 . 


”6.4.2 教育 数学 的 创立 


教育 数学 是 为 着 提高 数学 教育 的 效果 ,致力 于 对 有 关 数 学 
内 容 进 行 再 创造 ,使 之 能 从 本 质 上 更 容易 为 学 生 疡 接受 的 数学 
教育 学 新 分 支 . 

显然 ,教育 数学 与 数学 教育 的 最 大 区 别 在 于 ， 教育 数学 重 在 
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创新 ,不 只 是 教学 方法 的 创新 ,主要 还 在 内 容 的 创新 ,因此 任务 
更 重 ,更 难 . 也 因此 教育 数学 的 特点 是 重 在 理论 突破 , 属 科研 型 、 
基础 类 . 

教育 数学 是 任职 中 国 科学 院 成 都 分 院 的 张 景 中 院士 
(1936 一 ) 近 年 来 创立 的 一 门 数 学 教育 分 支 . 张 景 中 院士 是 个 从 
多 方面 表现 出 大 跨度 才能 的 传奇 式 人 物 . 不 仅 在 政治 生活 、 社 会 
生活 上 经 历 了 大 跨度 ,而 且 在 成 果 上 有 着 从 院士 级 理论 成 果 、 国 
家 级 发 明 奖 成 果 , 到 新 中 国 成 立 以 来 成 绩 突出 的 179 名 科普 作 
家 之 一 的 成 果 等 大 跨度 分 布 ; 在 业务 上 也 横 跨 了 机 器 证 明 学 、 距 
离 几 何 学 ,动力 系统 学 和 教育 学 ,体现 出 又 一 类 大 跨度 ; 在 教育 
上 也 有 着 在 大 学 少年 班 上 与 “数学 神童 ” 们 一 起 玩 “脑筋 急 转 弯 ” 
到 与 硕士 生 、 博 士 生 们 一 起 玩 “思维 大 突破 ”的 大 跨度 . z 

张 景 中 院士 既是 一 位 杰出 的 数学 家 又 是 一 位 杰出 的 数学 教 
育 家 . 特别 在 近年 来 ,他 把 主要 精力 放 在 所 创立 的 教育 数学 上 ， 
一 个 新 的 教育 学 派 已 在 他 和 他 的 老 搭档 杨 路 教授 的 带领 下 逐 济 
成 型 . 

教育 数学 首先 在 平面 几何 学 上 作出 了 创造 性 成 果 , 一 反 传 
统 的 以 欧 几 里 得 (几何 原本 》 为 模板 的 教材 组 织 模式 ,采用 了 一 
套 新 创 的 以 几何 图 形 面积 为 中 心 的 .以 计算 机 为 工具 的 知识 放 
射 型 结构 模式 , 既 简单 又 有 效 . 

总 之 ,以 上 就 是 本 已 在 为 精密 而 奋斗 ,更 要 在 具有 “ 隔 靴 摇 
痒 ” 实 质 的 教育 面前 为 克服 “自嘲 ”而 跋涉 着 的 数学 教育 一 警 . 
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6.5 也 谈 数 学 家 的 聪明 


聪明 是 个 高 维 向 量 ,每 一 个 正常 人 在 其 中 都 占有 他 的 分 量 
和 分 量子 集 ( 子 向 量 ) ,差别 仅 在 其 分 量 序号 和 分 量子 集 的 大 小 
不 同 . 

特别 地 ,人 们 在 自己 的 聪明 分 量 外 常常 还 占有 一 定 的 笨 批 
分 量 . 在 聪明 分 量 上 用 为 越 多 ,其 策 拙 分 量 也 将 越 突出 . 

在 数学 家 群体 中 ,这 一 统计 特征 尤为 明显 . 


6. 5. 1 丑陋 的 数学 家 


在 人 们 心目 中 数学 家 群体 是 个 聪明 的 群体 ,数学 家 们 自己 
也 这 样 认 为 ,并 引 以 为 自豪 ,但 也 因此 表现 出 了 不 少 “丑陋 ”的 事 
态 来 . 

. 在 写 论文 时 不 愿 直接 交代 思想 ,要 别人 到 其 数学 过 程 中 
去 体会 ,去 猜 , 有 时 甚至 还 要 来 点 故弄玄虚 . 原来 并 非 为 别 的 ,只 
因为 一 篇 论文 就 其 思想 往往 很 简单 ,一 语 即 可 点 破 , 如 果 事先 交 
代 了 就 没有 玄妙 可 言 了 ,所 以 还 是 留 着 这 点 神秘 让 别人 猜 去 
好 了 . : 
说 也 奇怪 ,一 篇 论文 如 果 你 事先 把 底细 (思想 ) 点 明了 , 审 稿 
人 还 真 的 会 产生 一 种 简单 .浅显 的 感觉 . 反之 如 果 让 其 到 数学 过 
程 中 去 体会 出 来 思想 ,味道 就 要 * 浓 ”得 多 . 好 像 还 真有 这 一 心理 
规律 存在 呐 . 

. 在 一 篇 窗 窗 数 页 的 论文 背后 必 有 一 大 气 草 稿 纸 ,在 每 一 
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”个 简单 明了 的 公式 后 面 总 有 一 个 繁杂 紊乱 的 过 去 ,甚至 还 可 能 
所 过 幼稚 可 笑 的 错误 ,这 都 是 正常 的 . 可 是 正 是 这 些 代 表 了 艰苦 
方 动 的 证 据 往往 被 视 为 一 堆 垃圾 不 屑 一 顾 ,从 来 不 在 人 前 提起 ， 
或 说 “这 些 “ 垃 圾 都 被 拂 到 地 牧 下 面 去 了 ”, 仿佛 作 者 从 来 都 很 
玲 明 、 很 天 才 , 写 文章 从 来 都 很 顺利 似 的 . 只 有 当 一 个 人 出 名 了 
需要 报导 他 了 ,人 们 才 会 知道 ,仅仅 围绕 着 他 的 中 心 成 果 而 “ 保 
存 ” 下 来 的 草稿 纸 也 塞 了 几 麻 袋 ! 

“ 在 一 个 难题 面前 熬 了 夜 . 失 了 卢 ,终于 解决 了 ,可 是 第 二 
天 还 强制 住 悍 恰 睡 眼 , 在 人 前 故 作 轻 松 地 说 ,那个 问题 简单 ,只 
要 作 一 个 如 此 这 般 ” 的 变换 就 出 来 了 . 正面 说 ,他 夜以继日 、 加 
班 加 氮 地 工作 而 不 邀 功 ,不 张扬 ,精神 可 贵 . 反面 说 ,他 用 如 此 大 
的 劳动 仅仅 为 了 换 得 个 别人 的 赞许 ,而 且 只 是 心里 的 赞许 ,不 划 
算 . 还 不 知道 别人 心里 是 否 真 的 赞许 呢 , 因为 都 知道 数学 家 都 很 
自信 ,是 不 轻易 承认 别人 比 自己 聪明 的 . 其 实 这 只 不 过 是 一 种 
“丑陋 ”行为 罢了 . 

' 数学 家 形象 有 两 种 ,一 种 人 和 芒 豁 达 、 平 易 近 人 , 令 人 敬 
佩 ; 男 一 种 人 气度 傲慢 ,派生 距离 , 令 人 生 里 . 不 过 稍 作 观察 即 可 
得 知 ,原来 后 一 种 人 肚子 里 没 货 , 怕 人 接近 他 ,怕人 讨教 于 他 会 
使 他 漏 底 , 会 使 他 现 丑 ,于 是 摆 出 一 副 架子 来 ,让 人 不 敢 接近 . 偶 
”有 一 两 个 不 知 趣 者 或 不 懂事 “不 识 皇 帝 新 衣 ” 者 前 去 请 教 ,往往 
不 是 被 训 讽 两 句 就 是 被 斥责 一 通 ,回答 自然 还 是 “这 么 简单 的 ， 
自己 去 想 想 ”, 弄 得 一 鼻子 灰 . 

其 实 此 君 不 知道 有 一 个 定律 :外 表 越 威严 的 人 肚子 里 越 
空虚 . 
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不 过 讨教 者 的 精神 倒是 值得 学 习 的 . 真 的 不 用 怕 , 凡 是 遇 到 
这 样 的 人 ,就 应 该 拿 上 两 三 个 问题 去 试 试 他 的 肚子 有 多 “ 深 ”. 


6. 5.2 古怪 的 数学 家 


数学 家 ,特别 是 那些 心 存 祥 梦 ,正在 向 着 数学 名 家 目标 、 沿 
着 数学 名 家 之 路 艰苦 攀登 ,艰难 跋涉 的 族群 ,他 们 代表 了 数学 家 
的 典型 形象 , 那 就 是 “古怪 ”, 也 就 是 : 

* 在 路 上 ,他 大 背 肩 地 横 挎 着 一 个 陈旧 而 泛 色 的 “牛仔 ” 书 
包 , 微 曲 着 腰 , 微 埋 着 头 , 一 门 心思 地 走 着 ,但 看 得 出 来 心里 却 十 
分 充实 . 

* 在 街 上 ,他 全 然 不 顾 左右 的 花花 世界 ,尽管 “遭遇 ”一 群 美 
人 儿 撞 过 , 肩 上 留 下 一 块 槐 香 , 一 边 走 一 边 用 手 摸 摸 , 还 是 照 直 
前 行 着 , 直 奔 学 术 现 场 ，. 

* 在 果 劳 ,他 时 而 闭 目 遐思 ,时 而 奋 笔 疾 书 ,时 而 写 , 时 而 
国 , 不 一 会 即 生产 “出 零 零乱 乱 几 大 张 草稿 ,一 个 猜想 基本 上 得 
到 了 证 实 . 好 一 个 “象牙 塔 ?工匠 . 

* 在 社 会 上 ,他 虽然 与 世 无 争 ,但 也 自命 清高 .看 破 红尘 , 因 
为 他 的 精神 空间 是 个 高 维 空间 和 高 层次 空间 ,宽敞 自如 哩 . 

* 在 生 洒 上, 丢 三 落 四 ,漫不经心 , 腰 系 “ 麦 比 乌 斯 ” 带 (扭曲 
后 挫 上 的 皮带 ) ,不 修 边 幅 、 衣 着 不 拘 ,甚至 喜欢 离 群 索 居 , 孤 芳 
月 党. 因为 他 觉得 他 的 心身 在 业务 上 已 得 到 了 充分 满足 ,就 像 
一 位 情 痴 投 到 情人 怀抱 里 所 感受 到 的 那样 . z 

有 人 说 ,只 有 “古怪 ”人 才 搞 得 出 世界 难题 ,我 们 说 首先 是 世 
寞 难题 使 人 变 得 “古怪 ”, 然 后 才 是 “古怪 ”人 搞 出 了 世界 难题 . 当 
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然 ,请 不 要 嫌 他 古怪 ,他 是 乐 在 其 中 啊 

“古怪 ”的 数学 家 常常 反倒 会 可 怜 我 们 这 些 没 有 进入 数学 怀 
抱 的 “无 情 ” 之 人 呢 . 

(不 过 笔者 更 愿 藉 此 吹 股 凉 风 . 那 就 是 ,过 去 社会 上 出 于 对 
数学 的 热情 ,对 上 述 数 学 奖 的 举止 ,数学 迷 的 行为 表示 了 谅解 ， 
这 是 可 以 理解 的 ,但 后 来 者 决 不 可 对 此 “ 东 施 效 草 >) 

特别 在 礼仪 学 愈 来 愈 成 为 社会 普及 学 科 的 今天 ,相对 说 来 
数学 群体 中 的 社交 礼仪 还 是 比较 差 的 ,显然 这 是 不 合 时 宜 的 ,后 
来 者 必须 看 到 这 点 才 是 . 


6.5.3 笨拙 的 数学 家 


有 人 说 聪明 人 才 去 搞 数 学 ,笔者 认为 更 多 的 是 数学 使 人 变 
得 “聪明 ”, 从 而 使 得 数学 人 能 有 “聪明 ”的 表现 ,也 才 给 人 以 “ 因 
为 他 从 来 就 聪明 ,所 以 才 成 为 聪明 ?的 数学 人 ”的 感觉 ， 

原因 在 于 一 个 人 经 常 泡 在 数学 环境 中 ,对 于 “ 量 ” 的 关系 比 
别人 接触 得 多 ,日 子 久 了 仅 赁 自然 也 会 产生 一 些 “适应 ”的 . 特别 
是 好 些 传统 的 处 理 技巧 和 精妙 方法 ,诸如 归纳 法 、 反 演 法 、 常 数 
变易 法 、 变 量 分 离 法 以 及 箱 箱 原理 ,等 价 原理 ,极限 思 维 . 空 间 思 
维 等 ,在 非 数学 人 看 来 好 像 很 巧妙 ,此 君 太 聪 明 . 了 不 得 . 但 在 数 
学 人 那里 是 前 人 创造 的 ,不 知 传承 多 少 代 了 ,他 们 只 是 作为 死 广 
法 学 来 的 , 且 已 成 习惯 ,已 进入 下 意识 , 毫 无 新 鲜 感 了 . 

总 之 ,笔者 见 到 的 数学 家 并 非 都 是 很 聪明 的 . 聪明 人 、 勘 奋 
人 在 哪个 行业 里 都 多 . 有 人 戏 读 道 :在 数学 家 中 有 了 既 聪 明 又 勤奋 
者 ,有 聪明 而 不 勤奋 者 ,有 勤奋 而 不 聪明 者 ,有 了 既 不 聪明 又 不 葡 
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奋 者 ,什么 人 都 有 . 其 实 哪个 行业 都 是 这 样 的 . 

特别 地 ,在 数学 中 还 不 乏 迁 腐 者 ,恐怕 也 不 亚 于 古文 学 专 
业 吧 . 

比如 , 据 本 人 以 及 本 人 所 知 ,经 常 有 知识 分 子 乃 至 数学 家 在 
菜市 场 上 ,为 一 个 小 小 豆腐 账 、. 蒜 苗 账 什么 的 ,脑子 反应 常常 还 
不 如 那些 卖 菜 的 菜农 灵光 . 

曾经 有 个 中 午 ,本 人 刚 下 课 去 食堂 ,路 经 菜市 场 想 顺便 买点 
小 菜 带 回 家 . 一 斤 芹菜 喊 价 三 角 二 分 钱 ,我 还 价 三 角 , 讲 成 , 称 了 
三 斤 , 我 给 了 他 九 角 六 分 ,对 方 避 住 了 ,可 本 人 襄 无 所 悟 ,最 后 还 
是 对 方 提醒 才 “ 醒 ”过 来 . 由 于 不 好 意思 拿 回 这 六 分 钱 ,只 象征 性 
多 拿 一 株 芹菜 以 示 平 衡 了 之 . 可 是 离开 菜 摊 后 又 被 叫 住 了 ,原来 
所 带 饭盒 又 于 在 菜 挫 上 了 . 

又 有 一 位 数学 同事 在 去 医院 看 望 了 住院 的 妻子 后 ,去 到 市 
场 买 了 一 只 “水 盆 鸡 ?准备 回 家 炖 熟 给 病人 送 去 . 在 路 过 市 场 门 
口 时 看 到 有 个 “公平 秤 ”设置 处 ,于 是 下 了 自行 车 ,准备 去 约 一 下 
称 . 此 君 将 鸡 挂 在 秤 钩 上 称 量 了 一 下 ,“ 喇 ,正确 ,小 贩 没 有 坑 人 
哩 ”, 口 里 念 着 ,心里 高 兴 着 ,于 是 登 上 自行 车 就 往 回 赶 . 到 了 家 
里 准备 炖 鸡 时 才 想 起 ,原来 水 盆 鸡 还 在 “公平 秤 ”上 了 呢 ! 

上 世纪 50 年 代 的 一 天 ,一 位 数学 名 家 老 先生 进 城 ,在 某 商 
店 买 了 东西 , 回 家 后 发 现 少 补 了 他 两 分 钱 , 于 是 马上 重 又 出 门 叫 
了 一 辆 黄 包 车 回去 找到 了 那 位 营业 员 , 问 题 算 解决 了 . 旁人 问 
他 ,先生 为 了 几 分 钱 却 用 去 了 一 元 多 钱 ,还 搭 上 一 两 个 钟头 的 时 
间 , 值 吗 ? 他 说 ,各 算 各 的 账 嘛 . 从 此 ,这 位 数学 家 老 先生 的 又 一 
个 迁 腐 故 事 便 不 肥 而 走 了 . 
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全 村 万 一 位 数学 名 家 在 上 世纪 70 年 代 初 ,一 次 去 食堂 的 路 
上 ,径直 低 着 头 一 门 心思 地 思考 着 他 的 “1 十 2 问题 ,一 头 撞 在 树 
上 仍 没 “ 醒 ” 过 来 ,还 连声 表示 “sorry, sorry, ”的 故事 已 是 人 们 熟 
知 的 了 . 相信 和 类似 的 趣闻 轶 事 在 “ 古 怪 ” 的 数学 家 中 ,在 那些 正在 
仰慕 名 家 宝座 的 数学 家 群体 中 ,人 皆 有 之 ,只 是 表现 形式 的 不 同 
疼 了 . 

看 来 数学 家 也 有 笨拙 的 时 候 , 也 有 脑子 不 清晰 的 时 候 . 好 多 
人 甚至 表现 为 脑子 只 对 自己 的 课题 ,自己 的 研究 方向 清醒 ,在 其 
他 的 方面 皆 属 其 糊涂 “分 量 ”. 其 机 理 就 在 于 数学 家 也 只 有 一 个 
脑袋 ,也 是 倍 感 不 够 用 的 人 ，. 

人 人 都 可 以 成 为 数学 家 ,特别 是 那些 懂得 “ 笨 鸟 先 飞 ” 的 人 、 
便 得 持续 力 的 威力 的 人 ,懂得 坚持 就 是 胜利 的 人 ,更 有 希望 成 为 
数学 家 . 


6.6 ”请 为 数学 解 嘲 


是 的 ,数学 就 是 这 样 ,在 宣称 其 严谨 、 精 确 的 过 程 中 又 不 断 
目 我 捅 出 “类 子 ”, 自我 揭发 出 不 严谨 、 不 精确 的 实质 性 问题 , 形 
成 鲜明 的 “ 自 哮 ”. 

是 的 ,这 就 是 数学 ,这 也 是 数学 的 历史 . / 

数学 史 就 是 这 样 一 个 不 断 发 现 “ 自 嘲 ”, 不断“ 通 迫 ”进步 的 
过 程 . . 

正 因 如 此 ,我 们 在 “揭示 ”数学 的 自嘲 时 总 会 觉得 言 不 由 衷 ， 
总 会 发 觉 自己 常常 从 揭 嘲 变 成 了 解 嘲 , 以致 不 得 不 随时 提醒 自 
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己 注 意 “ 装 腔 作 势 ”. 

终于 等 到 现在 为 之 解 嘲 的 时 候 到 来 . 这 时 我 们 要 说 : 

* 数 学 正 是 靠 “自嘲 ”一 一 自我 揭发 矛盾 、 自 我 解决 矛盾 而 
得 到 进步 的 . 具体 说 数学 就 是 靠 发 现 悖 论 ,解决 悖 论 来 推动 它 前 
进 的 . / 

* 正 是 在 这 一 “自嘲 ”的 过 程 中 看 出 了 ,数学 揭 出 的 问题 愈 
来 愈 深 , 也 愈 来 愈 没有 个 底 了 . 这 就 是 今天 的 数学 . 那么 未 来 的 
数学 呢 ? 

* 未 来 的 数学 突破 口 在 哪里 ? 我 们 在 多 本 著作 中 亦 曾 谈 
到 ， 看 来 还 有 待 空间 意识 和 好 辑 范 畴 上 的 突破 这 是 个 质 的 问题 
而 不 是 量 的 问题 . 

. 数学 如 果 没有 达 底 就 始终 不 会 有 个 真正 的 精确 和 绝对 的 
严谨 . 

总 之 ,数学 在 没有 达 底 之 前 就 回避 不 了 自嘲 的 “ 尴 砍 ” 

因此 说 ,数学 仅 当 它 的 “巴比伦 象牙 宝塔 ”通天 之 后 , 它 的 地 
基 才 可 能 真正 落成 , 它 的 自嘲 史 也 才 有 个 终结 . 

所 以 ,要 为 数学 解 嘲 就 是 要 积极 揭露 数学 的 “自嘲 ”, 积 极 探 
索 数 学 的 自嘲 的 底线 ,而 不 是 姑息 .谅解 和 掩护 它 的 自嘲 . 

为 此 也 说 ,我 们 应 该 承认 数学 人 ,学 作 数学 人 ,努力 提高 我 
们 的 数学 修养 . 

所 谓 数 学 修养 ,关键 就 是 数学 思维 ， 也 就 是 数学 家 们 的 代表 
性 的 思维 特征 、 职 业 特征 . 

所 谓 数 学 思维 并 没有 一 个 明确 定义 ,也 没有 个 统一 标准 , 除 
5. 3. 3 节 谈 到 的 外 ,根据 笔者 的 经 验 和 观察 ,比较 流行 的 数学 思 
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维 概念 还 可 归 为 以 下 几 点 : 

1. 空间 意识 ,也 叫 空间 思维 . 在 数学 家 的 意识 中 ,空间 不 只 
是 牛顿 空间 R; ,也 不 只 是 爱 因 斯 坦 空间 RM = Rs XT ,而 是 一 
般 的 欧 氏 空间 R" (或 记 为 所 ) ,甚至 是 更 为 一 般 元 素 构成 的 空 
间 一 一 任意 对 象 的 集合 . 特别 在 空间 层次 概念 上 也 应 该 树立 一 
个 突破 性 的 广义 的 意识 ,不 要 拘泥 于 一 些 不 必要 的 老 观念 .， 

总 之 ,有 了 广义 的 空间 意识 就 有 了 广阔 的 心理 世界 ,“ 胃 口 
就 好 ,吃饭 就 香 ” - 

2. 函数 意识 ,也 是 函数 思维 , 这 时 不 在 乎 是 否 表 出 函数 ,只 
在 于 意识 到 其 中 有 因果 关系 ,主要 表现 是 单 因素 还 是 多 因素 、 是 
线性 还 是 非 线性 . 对 于 非 线性 ;其 四 凸 性 如 何 ,有 无 极 值 点 .转折 
点 等 . 其 实 这 些 都 是 高 等 数学 第 一 学 期 中 学 的 东西 . 只 是 需要 把 
它 形 成 习惯 .进入 意识 罢了 . 当然 ,这 点 得 假 以 时 日 才 行 . 

3. 均衡 意识 ,又 叫 均衡 思维 . 纷繁 的 客观 世界 总 是 非 均衡 
的 ,但 它 总 是 围绕 着 均衡 点 (或 叫 均衡 状态 ) 在 动 的 ,因此 抓 住 了 
均衡 点 就 是 抓 住 了 “ 牛 耳 ” 具体 说 就 是 要 探索 其 均衡 状态 及 其 
规律 . 表现 在 数学 中 即 是 要 寻找 均衡 的 表达 式 . 比如 对 于 一 个 消 
费 者 , 仅 从 账目 来 说 的 均衡 即 消费 预算 (C) 与 消费 向 量 (X) 的 总 
花费 相等 , 亦 即 有 消费 预算 式 


el Dp 
i 二 】 


其 中 为 价格 向 量 , n 表 向 量 维 数 . 知 从 消费 者 的 心理 上 来 说 即 
其 效用 函数 ( 记 为 & 二 uw(X) ) 在 上 述 消 费 预算 下 的 条 件 极 值 
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u = U(X)— max 


C= SR 
i=1 


久之 0 


S。 工 。 


如 此 等 等 . 

4. 统计 思维 . 一 般 不 是 指 统计 总 量 , 而 是 指 平均 ,又 叫 统计 
平均 ,相应 地 叫做 平均 思维 .平均 意识 . 比如 社会 生活 中 仅 围 经 
一 个 “多 ”的 概念 也 派生 出 了 诸如 大 多 数 、 很 多 .基本 上 ,主要 的 、 
一 般 的 等 定性 词语 或 说 法 来 . 这 在 学 过 统计 学 或 具有 统计 思维 
的 人 , 则 常常 会 作 估计 (哪怕 是 不 精确 的 ), 比如 说 成 60% 或 
80% 抑 或 六 成 .八成 之 类 定量 述 语 . 应 当 意识 到 ,凡是 众多 对 象 
中 的 量 比如 社会 中 的 量 往往 以 统计 量 最 有 意义 . 特别 地 ,正如 第 
一 章 中 说 到 的 ,统计 还 有 它 更 多 的 含义 和 意义 ,这 里 就 不 必 重 
复 了 . 

此 外 ,还 有 诸如 极限 思维 .极端 思 维 . 和 矩阵 思维 等 ,不 可 胜 
数 ,根本 在 于 它 将 随 着 自己 的 数学 修养 深化 而 增加 . 
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